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Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie die folgenden Aussagen

i) Ist (Xi)i∈I gleichgradig integrierbar und (Fj)j∈J eine Famile von Unter-σ-Algebren von
A . Dann ist die Familie (E[Xi|Fj ])i∈I,j∈J gleichgradig integrierbar.

ii) Zeigen Sie, dass die Umkehrung in i) im Allgemeinen falsch ist.

iii) Ein Martingal (Xt)0≤t≤T für 0 < T <∞ ist gleichgradig integrierbar.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei t0 ∈ N, (Xt)t=t0,t0+1,... ein positiver integrierbarer stochastischer
Prozess adaptiert an die Filtration (Ft)t≥t0 sowie F∞ := σ

( ⋃
t≥t0

Ft

)
. Sei außerdem a > −t0,

sodass E [Xt+1|Ft] = (1 + a
t )Xt für alle t. Zeigen Sie:

i) t−aE[Xt]
t→∞−−−→ x ∈ (0,∞).

ii) t−aXt konvergiert fast sicher gegen eine Zufallsvariable X∞ ∈ L1(F∞).

iii) Ist zusätzlich q > 1 und E[Xq
t ] ≤ ctqa für ein c <∞ und alle t, so gilt die Konvergenz aus

ii) auch in Lq.

Hinweis: Aus der Stirling-Formel für die Gamma-Funktion folgt, dass es für jedes a > −t0 ein

ca ∈ (0,∞) gibt, sodass t−a
t−1∏
k=t0

k+a
k

t→∞−−−→ ca. Dies dürfen Sie ohne Beweis verwenden.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien Z = (Zt)t=1,...,T unabhängig standard normalverteilte Zufallsvari-
ablen auf (Ω,F , P ) und sei F = (Ft)t=0,...,T die von Z erzeugte Filtration, wobei F0 = {∅,Ω}.
Für Konstanten X0 > 0, σi > 0, und µi ∈ R definieren wir den Prozess X bestehend aus
log-normalverteilten Zufallsvariablen wie folgt

Xt := X0

t∏
i=1

eσiZi+µi t = 0, . . . , T.

Konstruieren Sie ein äquivalentes Maß Q ∼ P , unter welchem die Zufallsvariablen Xt log-
normalverteilt sind und der Prozess X ein Martingal bildet.
Hinweis: Finden Sie Q ∼ P , sodass Z1, . . . , ZT unabhängig sind und Zt normalverteilt ist.
Finden Sie den Erwartungswert und die Varianz, sodass X ein Martingal ist. Wenn Z ∼ N (µ, σ),
so gilt E[eZ ] = eµ+σ

2/2.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass jedes Supermartingal (Xn)n∈N0 mit E[Xn] = E[X0]
für alle n ist bereits ein Martingal ist.


