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Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie die folgenden Aussagen
i) Ist (X;)ier gleichgradig integrierbar und (.%;);es eine Famile von Unter-o-Algebren von
/. Dann ist die Familie (E[X;|.%;])icr jes gleichgradig integrierbar.
ii) Zeigen Sie, dass die Umkehrung in 7) im Allgemeinen falsch ist.

iii) Ein Martingal (X¢)o<¢<7 fiir 0 < T < oo ist gleichgradig integrierbar.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei tg € N, (X¢)t=ty.to+1,.. €in positiver integrierbarer stochastischer

U ﬁt) Sei aukerdem a > —ty,

Prozess adaptiert an die Filtration (%)i>y, sowie Fo, = 0'(
t>to

sodass E [X;1].%] = (14 ¢)X; fiir alle t. Zeigen Sie:

t—o00

D) tOB[X,]) %% 2 € (0,00).
ii) +~%X; konvergiert fast sicher gegen eine Zufallsvariable X, € L!(Z).

iii) Ist zusétzlich ¢ > 1 und E[X}] < ct? fiir ein ¢ < oo und alle ¢, so gilt die Konvergenz aus
i1) auch in LY.

Hinweis: Aus der Stirling-Formel fir die Gamma-Funktion folgt, dass es fiir jedes a > —tg ein

t—1
. _ t—00 . . . .
¢q € (0,00) gibt, sodass t= ] —kz“ —— ¢q. Dies diirfen Sie ohne Beweis verwenden.

k=to
Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien Z = (Z;);=1,... 7 unabhéngig standard normalverteilte Zufallsvari-
ablen auf (Q,.7, P) und sei F = (%)=, die von Z erzeugte Filtration, wobei %y = {0, Q}.
Fiir Konstanten Xg > 0, o; > 0, und p; € R definieren wir den Prozess X bestehend aus
log-normalverteilten Zufallsvariablen wie folgt

t
Xy =X [[en#t* t=o0,...,T.
=1

Konstruieren Sie ein dquivalentes Malk @@ ~ P, unter welchem die Zufallsvariablen X; log-

normalverteilt sind und der Prozess X ein Martingal bildet.

Hinweis: Finden Sie Q ~ P, sodass Zy,...,Z1 unabhdngig sind und Z; normalverteilt ist.

Finden Sie den Erwartungswert und die Varianz, sodass X ein Martingal ist. Wenn Z ~ N (u, o),
; 2V _ puta?/2

so gilt Ele”] = e :

Aufgabe 4 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass jedes Supermartingal (X;)nen, mit E[X,] = E[Xo]
fiir alle n ist bereits ein Martingal ist.



