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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien Q ∈ Rn×n und ν ∈ Rn derart, dass νj ≥ 0, Qij ≥ 0 für alle i, j
und

∑n
j=1 µj = 1,

∑n
j=1Qij = 1 für alle i. Sei ferner X mit Werten in {1, . . . , n} ein Prozess mit

P(X0 = j) = νj ,

P(Xt+1 = j|Ft) = QXt,j ,

für alle j = 1, . . . , n und t ∈ N. Zeigen Sie, dass X ein starker Markov-Prozess ist und für alle
j = 1, . . . , n und s, t ∈ N gilt, dass

P(Xt+s = j|Xt) = (Qs)Xt,j

und
P(Xt = j) = (νQt)j .

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei ν0 eine Verteilung auf R. Zeigen Sie, dass die Übergangskerne (µs,t)
aus Aufgabe 2 Blatt 9 gegeben durch

µt(x, ·) := N (xe−αt,
σ2

2α
(1− e−2αt)) und µs,t := µt−s

einen zeitlich homogenen und starken Markov-Prozess mit Startverteilung ν0 erzeugen und bes-
timmen Sie den Generator.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Es sei f : [0,∞) → [0,∞) streng monoton steigend mit f(0) = 0,
P = (Pt)t≥0 ein Poisson-Prozess mit Intensität 1 und M = (Mn)n=0,1,... eine Markovkette in
diskreter Zeit mit Werten in Z und Übergangsmatrix Q = (qij)i,j∈Z. Weiterhin seien P undM
stochastisch unabhängig.

1. Zeigen Sie, dass X = (Xt)t≥0 mit Xt := MPf(t)
einen Markov-Prozess bezüglich seiner

natürlichen Filtration bildet und bestimmen Sie Übergangskerne und -operatoren.
2. Welche Vorraussetzungen müssen f und Q erfüllen damit der Prozess X

i) räumlich homogen ist. ii) zeitlich homogen ist.
Bestimmen Sie in Fall ii) den Generator.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei d ≥ 1 und f : Rd → R zweimal stetig differenzierbar mit kompaktem
Support.

1. Setze

p(t, x) := 1

(2πt)
d
2
e−

‖x‖2
2t , (x, t) ∈ Rd × (0,∞).

Zeigen Sie, dass für alle t > 0 gilt, dass∫
p(t, x)4f2 (x)dx =

∫
f(x)dpdt (t, x)dx,

wobei 4 :=
∑d

k=1
d2

dx2k
den Laplace-Operator bezeichnet.



2. Sei (Bt)t≥0 eine d-dimensional Brown’sche Bewegung. Zeigen Sie (ohne Verwendung von
Theorem 15.30), dass

Mf
t := f(Bt)−

1

2

∫ t

0
4f(Bs)ds, t ∈ R+,

ein Martingal bezüglich der von B erzeugten Filtration ist.

Aufgabe 5 (Bonus 4 Punkte).

1. Sei X ein Feller Prozess mit Generator GX und Domain D(GX ). Weiter sei D ⊂ D(GX )
so, dass GX (D) ⊂ Cb(E). Zeigen Sie für f ∈ D und beschränkte Stoppzeiten T folgende
Gleichheit

Ex[f(XT )] = f(x) + Ex

[ ∫ T

0
GX f(Xs)ds

]
2. Sei B = (Bt)t∈R+ eine Standard Brown’sche Bewegung und die Stoppzeit T gegeben durch

T := inf{t ≥ 0|Bt ∈ {0, 1}}.

Zeigen Sie, dass E[T |B0 = x] = x(1− x) für x ∈ (0, 1).

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass T eine fast sicher endliche Stoppzeit ist.


