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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien @ € R™*" und v € R" derart, dass v; > 0, Q;; > 0 fiir alle 4, j
und Z?Zl i =1, Z?Zl Qi; = 1 fiir alle i. Sei ferner X mit Werten in {1,...,n} ein Prozess mit

P(XO = j) = I/j,
P(Xi11 = jlF) = Qx.j>
fiir alle j = 1,...,n und t € N. Zeigen Sie, dass X ein starker Markov-Prozess ist und fiir alle

j=1,...,nund s,t € N gilt, dass

P(Xips = jIXe) = (Q%) x5
und
P(X; = j) = (vQ");.
Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei v eine Verteilung auf R. Zeigen Sie, dass die Ubergangskerne (15
aus Aufgabe 2 Blatt 9 gegeben durch
L o 2at
/’Lt(x7 ) = N(xeia 7%(1 —e )) und Hst = Ht—s

einen zeitlich homogenen und starken Markov-Prozess mit Startverteilung vg erzeugen und bes-
timmen Sie den Generator.
Aufgabe 3 (4 Punkte). Es sei f : [0,00) — [0,00) streng monoton steigend mit f(0) = 0,
P = (P;)i>0 ein Poisson-Prozess mit Intensitdt 1 und M = (My)p=0,1,.. eine Markovkette in
diskreter Zeit mit Werten in Z und Ubergangsmatrix Q = (g;;); jez. Weiterhin seien P und M
stochastisch unabhéangig.

1. Zeigen Sie, dass X = (Xi)i>0 mit X; = Mpm) einen Markov-Prozess beziiglich seiner

natiirlichen Filtration bildet und bestimmen Sie Ubergangskerne und -operatoren.
2. Welche Vorraussetzungen miissen f und @ erfiillen damit der Prozess X
i) rdumlich homogen ist. ii) zeitlich homogen ist.
Bestimmen Sie in Fall ii) den Generator.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Seid > 1 und f: RY — R zweimal stetig differenzierbar mit kompaktem
Support.

1. Setze

- 1)¢e* s o (z,t) € RE x (0, 00).
Tt) 2

p(t, x) =
Zeigen Sie, dass fiir alle t > 0 gilt, dass

/p(t,:c)%f(w)dx—/f(;l:)fg(t,x)dx,

wobei A := ZZZI % den Laplace-Operator bezeichnet.
k



2. Sei (Bt)t>0 eine d-dimensional Brown’sche Bewegung. Zeigen Sie (ohne Verwendung von
Theorem 15.30), dass

f 1t
M = f(B) - /0 Af(By)ds, teR,

ein Martingal beziiglich der von B erzeugten Filtration ist.

Aufgabe 5 (Bonus 4 Punkte).

1. Sei X ein Feller Prozess mit Generator G und Domain D(G?). Weiter sei D C D(G?Y)
so, dass G¥(D) C Cy(E). Zeigen Sie fiir f € D und beschriinkte Stoppzeiten T' folgende
Gleichheit

T
B/ (X)) = @) + B[ [ G p(xas

2. Sei B = (Bt)ier,. eine Standard Brown’sche Bewegung und die Stoppzeit T" gegeben durch
T :=inf{t > 0|B; € {0,1}}.

Zeigen Sie, dass E[T|By = z] = (1 — z) fir z € (0,1).

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass T eine fast sicher endliche Stoppzeit ist.



