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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei X = (Xn)n=0,1,... ein diskreter stochastischer Prozess mit Zus-
tandsraum E und (Fn)n=0,1,... die von X erzeugte Filtrierung. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen äquivalent sind

1. X ist ein Markovprozess,

2. der Prozess Y = (Yn)n=0,1,... definiert durch

Yn = f(Xn)−
n∑
k=1

E[f(Xk)− f(Xk−1)|Xk−1]

ist ein Martingal bezüglich (Fn)n=0,1,... für alle messbaren und beschränkten Funktionen
f : E → R.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Gegeben seien α, σ2 ∈ (0,∞). Sei weiter

Kt(x, ·) := N (xe−αt,
σ2

2α
(1− e−2αt))

für t > 0 und K0(x, ·) := δx. Zeigen Sie: Für s, t ≥ 0 gilt KsKt = Kt+s.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei (Xt)t≥0 eine Brown’sche Bewegung und Yt := e−t/2X(et−1). Zeigen
Sie, dass (Yt)t≥0 ein Gauss-Prozess sowie ein Markov-Prozess ist. Bestimmen Sie außerdem den
schwachen Grenzwert von Yt für t→∞.


