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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei (2, %7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;);cr., eine Menge von
iid Zufallsvariablen. Sei B € & eine Menge mit P[X; € B] > 0 und T = inf{t > 0|X; € B}.
Zeigen Sie, dass die Menge {Tp > 0} eine Nullmenge ist.

Aufgabe 2 (3 Punkte). Sei (2,4, F, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und 7" und S
Stoppzeiten. Zeigen Sie, dass F1 N Fg = Frps.

Aufgabe 3 (3 Punkte). Zeigen Sie:

i) Sei W eine Brownsche Bewegung. Dann ist W ein Martingal.

ii) Sei N ein Poisson-Prozess mit Intensitat a; = E[N;]. Dann ist der kompensierte Poisson-

Prozess N; — a; ein Martingal.

Aufgabe 4 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass fiir alle quadratintegrierbaren Martingale M, dh.
E [Mf] < oo fiir alle t € R4, und s < t folgende Aussagen gelten:

i) B[(M; — My)* | 7| = BEIM} — M | 7).

i) B[(M; — M,)’] = E[M?] — E[M?).
Aufgabe 5 (4 Punkte). Geben Sie fiir einen wiederholten Miinzwurf (mit fairer Miinze) einen
Wahrscheinlichkeitsraum an und zeigen Sie, dass der Prozess (M, )nen, der die Summe der
Auszahlung X = (X, )nen von 1 bzw. —1 beschreibt, ein Martingal bzgl. seiner Filtration ist.
Das Spiel endet, wenn die Auszahlung von a € N erreicht ist. Ist das gestoppte Spiel immer noch

ein Martingal? Was lisst sich iiber die Konvergenz (fast sicher und L') des gestoppten Spiels
aussagen?

Hinweis: Sie dirfen fir die Konvergenz ohne Beweis annehmen, dass lim sup,,_,.. M,, = oo fast
sicher.



