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Im Folgenden sei (2,47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € £(Q2, o7, P).

Definition 1. Sei .# C 4 eine o-Algebra. Eine Zufallsvariable Y € £! heifit bedingte Erwartung
von X gegeben %, symbolisch E [X|.Z#] =Y, falls gilt:

i) Y ist .#-messbar.

ii) Fiir jedes A € . gilt E[X14] = E[Y14].
Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie E[X|.#] existiert und ist eindeutig (bis auf Gleichheit fast
sicher). Gehen Sie dabei wie folgt vor:

i) Eindeutigkeit: Nehmen Sie an, dass Y und Y’ Definition 1 erfiillen und betrachten Sie die
Menge A :={Y — Y’ > 0}.

ii) Existenz: Definieren Sie das Maf QT auf (Q,.%) durch QT[A] := E[14X "] und analog
Q~. Konstruieren Sie nun die bedingte Erwartung mit dem Satz von Radon-Nikodym,
siehe Korollar 5.16 im Skript.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei X € L?(, o7, P) und % C ./, dann gilt
(X — E[X|Z),Y)2 =0 fiiralle Y € L*(Q, F, P). (1)

Bemerkung: Diese Aufgabe zeigt, dass die bedingte Erwartung als Abbildung gegeben durch
E[|Z]: L*(Q, A, P) — L%*(Q,F,P) der Orthogonalprojektion im Hilbertraum L*(Q, A, P) auf
dessen Unterraum L%(Q), F, P) entspricht. Insbesondere gilt damit

X - E[X|7 = inf X =Y. 2
X~ BIXZ ]l =, dnf X Vs e

Satz 1 (Monotone Klassen). Sei H eine Menge von beschriankten Funktionen von € nach R mit
den folgenden drei Eigenschaften:

1. H ist ein Vektorraum.

2. H enthilt die konstante 1-Funktion

3. fn€Hund f, N f, f beschrankt = f € H.
Falls H alle Indikatorfunktionen 14 fiir ein schnitt-stabiles Mengensystem .o/ enthélt, dann en-

thalt H auch alle beschriankten o(¢/)-messbaren Funktionen.

Aufgabe 3 (Bonus 4 Punkte). Sei g: R? — R eine beschriinkte und messbare Funktion. Weiter
sei (Q, 47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X und Y unabhéngige Zufallsvariablen. Zeigen
Sie

Elg(X,Y)|Y =y] = E[g(X,y)].

Definieren Sie zunichst fiir zwei Zufallsvariablen Z € L' mit Werten in (R, 2(R)) und W mit
Werten in (E, &) prézise den Ausdruck E[Z|W = w| mithilfe des Faktorisierungslemmas, siehe
Lemma 7.2 im Skript. Verwenden Sie dann den Satz iiber monotone Klassen.



