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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei (Ω,F , Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F = (Ft)t=0,...,T eine Fil-
tration mit F0 = {∅,Ω}, und S = (St)t=0,...,T ein stochastischer Prozess mit St ≥ 0 für alle
t = 0, . . . , T . Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

i) S ist ein Martingal bezüglich (F, Q).

ii) Für jedes beschränkte und previsibel H ist H · S ein Martingal bezüglich (F, Q).

iii) Ist H previsibel und EQ[(H · S)−T ] <∞, dann ist H · S ein Martingal bezüglich (F, Q).

iv) Ist H previsibel und (H · S)T ≥ −c > −∞ Q-a.s. für eine Konstante c > 0, dann gilt
EQ[(H · S)T ] = 0.

Hinweis: Die Äquivalenz der Aussage i) ⇔ ii) wurde im Skript bereits in Proposition 14.14
gezeigt (wobei hier H beschränkt in der Annahme fehlt). Zeigen sie nun ii) ⇒ iii) ⇒ iv) ⇒ i).
Zu ii)⇒ iii) : Zeigen Sie zunächst EQ[(H ·S)−t ] <∞⇒ EQ[(H ·S)t|Ft−1] = (H ·S)t−1, hierbei
dürfen Sie annehmen, dass die bedingte Erwartung einer Zufallsvariablen existiert, falls deren
Negativteil integrierbar ist. Zu iv) ⇒ i): Zeigen Sie zunächst die Integrierbarkeit von S und
dann die Martingaleigenschaft.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F = (Ft)t=0,...,T eine Fil-
tration, und S = (St)t=0,...,T ein stochastischer Prozess stochastischer Prozess mit St ≥ 0 für alle
t = 0, . . . , T . Wir nehmen an, dass ein Maß Q ∼ P existiert, sodass S ein Martingal bezüglich
Q ist. Zeigen Sie, dass kein previsibler Prozess existiert, sodass

(H · S)T ≥ 0 P -f.s. und P [(H · S)T > 0] > 0.

Aufgabe 3. Sei I = N0 und X ein Sub-Martingal mit Doob-Zerlegung X = M + A in das
MartingalM und den nicht-fallenden, previsiblen Prozess A nach Proposition 14.9. Zeigen Sie:
Ist X gleichgradig integrierbar, dann sindM und A gleichgradig integrierbar.
Hinweis: Verwenden Sie die Monotonie von A um zu zeigen, dass ein integrierbarer Grenzwert
A∞ existiert.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei X = (Xt)t=0,1,2,... eine unabhängige, identische verteilte Familie mit
P(X1 = ±1) = 1

2 . Finden Sie fast sicher endliche Stoppzeiten S, T mit E[XS ] 6= E[XT ].


