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1 Grundlagen der mehrdimensionalen Integration

In der Vorlesung Analysis I haben wir die Integration von (stiickweise stetigen) Funktionen
f:R —> R iiber ein Intervall [a,b] kennengelernt. Die verwendete Notation war damals

fabf(x)dx

und ist wohldefiniert, falls die Ober- und Untersummen dieselben Grenzwerte haben. Ist
f >0, entspricht das Integral dem Fliicheninhalt der Menge {(x,y) | = € [a,b],0 <y < f(x)}.
Im Folgenden werden wir uns mit der Integration von Funktionen f : R? — R iiber einen
Bereich A ¢ R? beschéftigen. Fiir f > 0 kann dieses Integral als Volumen interpretiert werden.

Bemerkung 1.1 (Notation). Wir verwenden die Notation z = (z1,...,24) € R? fiir Vekto-
ren. Wir vereinbaren dabei, dass die Koordinaten von z immer x1,...,z4 € R heiflen.

1.1 Integration iiber Quader

In diesem Abschnitt wollen wir das (Riemann-)Integral

fQ f(z) de

fiir einen Quader @ ¢ R? und eine Funktion f:Q — R (mit bestimmten Eigenschaften, unter
denen das Integral existiert) definieren. Fiir f > 0 kann diese Zahl, wie oben bemerkt, analog
zum Fall d = 1 als Volumen der Menge {(z,y) | z € Q,0 < y < f(z)} aufgefasst werden.
Dabei gehen wir dhnlich wie im Eindimensionalen vor: wir zerlegen ) in immer kleinere
Teilquader, deren maximales Volumen eine Nullfolge bildet. Auf jedem dieser kleinen Quader
ist f annihernd konstant. So kénnen wir eine Obersumme und eine Untersumme bilden, die
dann gegeneinander konvergieren.

Definition 1.2 (Quader).
1. Fiir ein Intervall I = [a,b] oder I = [a,b) oder I = (a,b] oder I = (a,b), das also
abgeschlossen, halboffen oder offen sein kann, schreiben wir I = a,b..

2. Fiir a,be R mit ay <by,...,aq<bg und I, = Tay, by, k=1,...,d, heifit

“a,b =11 x...x 1,

L=) =1

d-dimensionaler Quader mit Seitenléngen by — a1,...,bq — aq.

3. Fiir einen Quader Q =11 x ... x I heifit die Zahl

d
M(a, b)) = [](bi —a;)
=1

d-dimensionaler (Jordan-)Inhalt oder Volumen von [a,b] (und hingt nicht davon ab, ob
die Iy, abgeschlossen, halboffen oder offen sind).

Bemerkung 1.3 (Nicht-iiberlappende Quader). Offenbar ist die Menge der Quader
schnittstabil, d.h. An B ist ein (moglicherweise leerer) Quader, falls A und B Quader sind.
Wir benttigen noch einen Begriff, der beschreibt, dass A und B hochstens mit einer Seite an-
einander grenzen. So sagen wir, dass zwei Quader A und B nicht diberlappen, falls \(AnB) = 0.
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Definition 1.4 (Zerlegung eines Quaders).

1. Seien Iy = Tay, by, ..., Iy = "ag, by’ € R Intervalle und Q = Iy x ... x I; € R? ein Quader.
Fiir a; =::c6<le<...<:z:’}% =b;,i1=1,...,d heifSt

d_ . .
P(Q) = {Xiﬂjgi_l,l‘laij a; = 1,.. .,ki,i = 1,. ,d}
i=1

eine Zerlegung von @Q in ki -...-kq (nicht-iberlappende) Quader mit Zerlegungspunkten
{m%,...,x}%}, i=1,...,d. Dabei heifst

I(P(Q)) = max{:xfxz, —azgi_l a;j=1,... ki i= 1,...,d}

die Feinheit der Zerlegung.
o}

2. Ist P'(Q) eine weitere Zerlegung von Q mit Zerlegungspunkten {yy, . .. ,yéi} 2 {zh,... , T},
i=1,...,d, so heifft P'(Q) eine Verfeinerung von P(Q).

Die gemeinsame Verfeinerung P (Q) zweier Zerlegungen P(Q) und P'(Q) von Q ist
diejenige Zerlegung, die man aus der Vereinigung der Zerleqgungspunkte von P(Q) und

P'(Q) erhiilt.

Bemerkung 1.5 (Das Volumen ist invariant gegeniiber Zerlegungen). Fiir eine Zer-
legung P(Q) eines Quaders gilt offenbar

AQ)= > MA).

AeP(Q)
Definition 1.6 (Integrierbare Funktion). Sei f : R? - R und Q € R? ein Quader.

1. Fiir einen Quader A c RY setzen wir

ma(f) = ;relgf(g), Ma(f) = iljff(@'

2. Sei P(Q) eine Zerlegung von Q. Dann heifien
Upy)(f) = >, ma(f)MA), Op)(f) =2, Ma(f)N(A)

AeP(Q) AeP(Q)

Unter- und Obersumme von f beziiglich P(Q). Weiter definieren wir das Unter- und
Oberintegral von f als

[ @) da = sup{Up(q) (1) | P(Q) Zerlegung von Q).
Q

f* f(z)dx = inf{Op(Q)(f) | P(Q) Zerlegung von Q}
Q

3. Die Funktion f heifft iiber ) integrierbar, falls

[ 1@ dz= [ p@)dz
Q Q
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und die linke und die rechite Seite endlich sind. Diese Zahl nennen wir dann auch das
(Riemann-)Integral von f dber @ und schreiben dafir

[Q f(z) da.

Bemerkung 1.7 (Integrierbare Funktionen sind beschrinkt). Nach Definition 1.4 be-
steht jede Zerlegung eines Quaders ) aus nur endlich vielen Teilquadern. Wére f: Q - R
unbeschriinkt, so miisste es in jeder Zerlegung P(Q) von @ einen Teilquader A € P(Q) geben
mit A(A) > 0 und ma(f) = —oo (und/oder einen Teilquader A’ € P(Q) mit A\(A") > 0 und
Mar(f) = +00). Dann wiren aber das Unter- und/oder das Oberintegral nicht endlich und
damit f nach Definition 1.6 3. nicht integrierbar.

Zur Integration unbeschrinkter Funktionen muss der Integralbegriff analog zu den aus Ana-
lysis I bekannten ,,uneigentlichen Integralen®“ geeignet erweitert werden.

Beispiel 1.8. Sei Q ¢ R? ein Quader. Dann gilt

[Qlc@: AQ).

Denn: Welche Zerlegung von () wir auch wéhlen, nach Bemerkung 1.5 &ndert dies das Volumen
nicht. Insbesondere sind jede Unter- und Obersumme von 1 beziiglich jeder Zerlegung identisch
mit A(Q). Damit sind Unter- und Oberintegral gerade A(Q), und die Behauptung folgt.

Der néchste Satz zeigt, wie man den Wert des Riemann-Integrals konkreter berechnen kann.
Obwohl das Resultat eine direkte (und auch intuitiv einleuchtende) Verallgemeinerung des
eindimensionalen Falls ist, ist der Beweis nicht ganz einfach.

Satz 1.9 (Berechnung des Riemann-Integrals). Sei Q) C R? ein Quader, f:Q — R eine
integrierbare Funktion und P(Q) eine Zerlegung von Q mit Feinheit 6(P(Q)), dann gilt

[Q f@ydz=_ Y  Upgy(f)= lim  Opi)(f)
Beweis. Der Satz ist recht einfach zu beweisen unter der Einschrénkung, dass man nur Zer-
legungsfolgen (P,(Q))n>1 von @ mit lim, e 6(P,(Q)) = 0 betrachtet, bei denen jeweils
Pr:1(Q) eine Verfeinerung von P, (Q) gemiB Definition 1.4 ist (Ubung).
Im allgemeinen Fall ben6tigt man zun#chst eine Abschétzung, die es ermdoglicht, Ober- und
Untersummen verschiedener Zerlegungen von () miteinander zu vergleichen. Seien dazu Q) =
tar,bi)x...xaq,bq., P(Q) ={Q1,...,Qk,....k,} eine Zerlegung von Q in ki -...-kg Teilquader
und P(Q) = {Q7,- .. 7Q;{“i""'k:1} eine andere Zerlegung in ki - ... - k], Teilquader. Dann lassen
sich die Teilquader Q) der zweiten Zerlegung P’(Q) in zwei Klassen A und B aufteilen:
Q}, € A, falls es einen Teilquader Q; € P(Q) aus der ersten Zerlegung gibt, so dass Q}. € Q;,
ansonsten ist @} € B. Letzterer Fall tritt ein, wenn fiir (mindestens) ein 1 < < d folgendes
gilt: Sei La;, b} = lag, ot x (ot 2l x L x :mgﬂ_l,blj die Zerlegung von P(Q) der [-Kante von
Q und Ta;, by} = fag, yh T x Tyh g x L x [yilc;—pblj diejenige von P’(Q), dann muss mindestens
einer der Teilungspunkte xé, 1<4<k;—1,im Inneren eines der Zerlegungsintervalle [yé-, yé- R
von P'(Q) liegen. Da es genau k; — 1 Teilungspunkte z} von P(Q) im Inneren von [aj,b;’
gibt, kann dies hochstens k;—1 mal der Fall sein. Dies gilt analog in jeder der d verschiedenen
Richtungen.
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Damit kénnen wir das Gesamtvolumen aller Quader @) € B recht grob wie folgt nach oben
abschétzen: Entlang jeder Richtung 1 <1 < d findet man, wie gesehen, hochstens k;—1 Quader
Q},, die in B liegen. Deren Kantenlénge in Richtung ! kann héchstens 6(P/(Q)) betragen, in
alle anderen d — 1 Richtungen schitzen wir die Kantenlingen der @) ganz einfach durch die
Kantenlidngen b; —a;, 1 <i<d, i # 1, von  ab (auch wenn sie dort natiirlich ebenfalls nicht
langer als §(P’(Q)) sein kénnen). Damit ergibt sich

ZB)‘(Qk) < Z(bl —ar) ... (ki =1)-6(PY(Q)) - ..~ (ba - aa)
Qe

(Q)
(b —ar)

Man beachte, dass die Konstante C(P(Q)) nur von der Zerlegung P(Q) abhéngt!

Sei M := sup,c f(z) und M, := SUDgeqr f(z), dann gilt trivialerweise M, < M fiir alle
1<k<ki-...-k}, und fiir die Quader Q) € Aist M} := SUD e/ f(z) < M; = sup,q, f(z), denn
Q) € Qi € P(Q). Es kann allerdings sein, dass einige oder sogar alle der Groflen M., M;, M
negativ sind, was bei der untenstehenden Abschitzung zu Problemen fiihren kann. Daher
gehen wir zur Funktion f(z) = f(z) —m mit m := infyeg f(z) iiber und beachten, dass
Opg)(f =m) = Opg)(f) —mA(Q) (analog fiir P'(Q)) und M, —m, M; —m, M —m > 0.
Damit kénnen wir nun die Ober- und Untersummen der beiden Partitionen P(Q) und P'(Q)
miteinander vergleichen; es gilt

=0(P'(@))- Z(k -1 = 0(P'(Q))-C(P(Q))

ki k]

Opr()(f =m) = Z (M} -m)NQ)) = 3 (M -m)NQ)) + Y (M} - m)NQ))

QjeA QjeB
ki-...
< E "M~ m)NQi) + (M —m) - > MQ5)
Q’EB
<Op@)(f —m) + (M -m)-3(P'(Q))-C(P(Q)),
und Addition von mA(Q) auf beiden Seiten ergibt schlielich die gesuchte Abschétzung
Opi@)(f) < Op)(f) + (M -m)-6(P(Q)) - C(P(Q)).
Fiir die Untersummen erhélt man ganz analog
Upi()(f) 2 Up(q)(f) + (m = M) -6(P'(Q)) - C(P(Q)).

Nach der Definition des Oberintegrals muss es eine Folge von Zerlegungen (P;(Q))¢s1 des
Quaders ) geben, so dass

}E?OOP@*(Q)(J”)=Qf*f(£)d§=fo(£)d£

(die letzte Gleichung gilt, da f als integrierbar vorausgesetzt wurde). Sei nun (P, (Q))n>1
eine andere Folge von Zerlegungen von @), deren Feinheiten mit wachsendem n gegen 0 kon-
vergieren. Dann gilt fiir beliebige £,n > 1 nach der oben erhaltenen Abschétzung

J, F@)dz < Op, (0)(1) < Opy() () + (M = m) -3(Pu(@) - C(PE (Q)).



1 GRUNDLAGEN DER MEHRDIMENSIONALEN INTEGRATION 6

Wegen 0(Pp(Q)) — 0 fiir n - oo folgt
[Q f(z)dz <liminf Op, (q)(f) <limsup Op, (q)(f) < Opx(q)(f)
n—o0 n—>00

fiir jedes £ > 1. (Wir wissen an dieser Stelle noch nicht, ob limy, .. Op, (g)(f) existiert, daher
miissen wir uns zunéchst auf die stets wohldefinierten lim inf und lim sup beschrénken.) Lassen
wir nun auch ¢ — oo gehen, ergibt sich

fQ f(z) dz <liminf Op, o) (f) < limsup Op, (q) (f) < lim Opy () (f) = fQ f(z)dz,

also gilt iiberall = und damit lim;, . Op, 0)(f) = /Q f(z)dz fur jede Folge (Pp(Q))n>1 mit
0(Pr(Q)) — 0. Die Behauptung fiir die Untersummen zeigt man ganz analog mit der obigen
Abschéitzung fiir die Untersummen zweier verschiedener Zerlegungen. O

Satz 1.10 (Stetige Funktionen sind integrierbar). Sei @) ¢ R? ein kompakter Quader
und f:@Q — R stetig. Dann ist f iiber Q) integrierbar.

Beweis. Da @ als kompakte Menge abgeschlossen und f stetig ist, ist f auf @ gleichméfig
stetig, beschrénkt und nimmt sein Minimum m := mingq f(z) sowie sein Maximum M :=
maxgeq f(2) an, und aus Definition 1.6 sowie Beispiel 1.8 folgt

—00 <mA(Q) < Up(q)(f) < Op(g)(f) < MA(Q) < o0

fiir jede Zerlegung P(Q) von Q. Somit sind die Mengen der Unter- und Obersummen be-
schrinkt und damit Unter- und Oberintegral wohldefiniert und endlich. Aus dem Beweis von
Satz 1.9 folgt, dass

lim U :/ x)dx und lim O :/* 2) dzr.
srig -0 P@ ) Q*f (2) dz s, OP@ () J f(z)da

Sei nun £ > 0 beliebig, dann existiert wegen der gleichmifliigen Stetigkeit von f ein §" > 0,
so dass fiir alle Zerlegungen P(Q) mit §(P(Q)) < ¢ gilt Ma(f) - ma(f) < @ fiir alle
A€ P(Q). Daraus folgt Opg)(f) - Up(g)(f) < ﬁ)\(Q) = ¢ und damit

z)de= lim U = lim O =f* x)dz,
é o=, U=, Oral= ] e

also ist f integrierbar. O

Bemerkung 1.11 (Stiickweise Stetigkeit). Aus der Analysis I ist bekannt, dass eine Funk-
tion f:R — R iiber ein Intervall I bereits dann integrierbar ist, wenn sie stiickweise stetig ist.
Fiir d > 1 ist dies schwieriger zu formulieren, da zunéchst nicht klar ist, was dort stickweise
stetig iiberhaupt bedeuten soll. Dies werden wir spéter beantworten (vgl. Bemerkung 1.34).

Viele weitere Eigenschaften des Integrals iibertragen sich (mit Hilfe von Satz 1.9) direkt aus
dem eindimensionalen Fall. Die folgenden Resultate geben wir deshalb ohne Beweis an.

Satz 1.12 (Eigenschaften des Riemann-Integrals). Seien Q ¢ RY ein Quader und die
Funktionen f,g, f1, f2,...: Q = R integrierbar. Dann gilt:
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1. Die Funktionen f*=max(f,0),f” =max(—f,0) und |f| sind integrierbar.

2. Fir a,B eR ist af + Bg integrierbar mit
fQ(af +Bg)(z)dz = o fQ f(z)dz+p [Qg(g) dz.

3. Die Funktion fg ist integrierbar. Gibt es auflerdem ein c € R mit g > ¢ > 0, so ist auch
§ integrierbar.

4. Ist f < g, so ist auch

[Q f(x) da < [Qg@ da.

’fo(z)dz éfQ!f(z)\dz-

5. Gilt fp % h gleichmdflig fir ein h: Q — R, so ist h integrierbar mit

lim [ fu(x)de= [ h(z)de.

Insbesondere gilt

Eine weitere Eigenschaft des Riemann-Integrals ist, dass man es auch als Grenzwert von
Riemann-Summen erhalten kann. Diese gilt auch im Mehrdimensionalen.

Proposition 1.13 (Riemann-Summen und Integrierbarkeit). Sei Q ¢ R? ein Quader
und P(Q) eine Zerlegung von Q, sowie {4 € A fiir jedes A € P(Q) und & = (§a) aep(q)- Wir
definieren die Riemann-Summe durch

Sp@)(f,€) = D fE)AA).

AeP(Q)

Dann gilt: Eine Funktion f:R? - R ist genau dann dber einen Quader Q integrierbar, wenn
lims(p(Q))~0 Sp(Q)(f,§) existiert. In diesem Fall gilt

fQ f(z)dz = 5(7&1@51)1)»0 Sp@)(f,€)-
Beweis. Sei zunichst f integrierbar, P(Q) eine Zerlegung von @ und £4 € A fiir A € P(Q).
Dann gilt

Up@)(f) < Sp@)(f;€) < Upq)(f)-
Fiir 6(P(Q)) — 0 konvergieren nach Satz 1.9 die linke und rechte Seite gegen [Q f(z)dz, also
gilt auch limsp(qyy-0 Sp(@)(f,€) = [ f(z) dz.
Konvergiert andersherum limsp(g))-o SP(Q)( 1 §), so muss dies unabhingig von der Wahl
von { geschehen (denn die Wahl der Stiitzpunkte {4 war beliebig). Nun stellen wir fest,

dass fiir (4 = argming4 f(z) und na := argmax,.4 f(z) gerade Up () (f) = Sp(g)(f,¢) und
Op)(f) = Spq)(f,n). Insbesondere folgt aus der Konvergenz der Riemann-Summen auch

lims(p(@))-0 Up@) (f) = limsp(q))~0 Op@) (f) = [ f(z) dz. O

Als ersten wichtigen Satz der mehrdimensionalen Integration geben wir ein niitzliches Hilfs-
mittel an, mit dem man Integrale einfacher als mit Satz 1.9 berechnen kann. Fiir z € R? setzen
wir dazu z_j, = (21,..., Tk-1, Th+1, - - -, Tq) und Q_p := x4 Ta;, by

ixk

g
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Satz 1.14 (Satz von Fubini). Sei f:R? » R iiber dem Quader
d
Q= X[aia blj
i=1

integrierbar. Dann gilt:

1. Existiert fiir jedes xy € ag, by, das Integral

fQ . f(z)dz_y,

[r@de= ["( [ r@ac,)dn.

Insbesondere existiert das iterierte Integral auf der rechten Seite.

so ist

2. FExistiert das Integral
by
[ 1) da
ay,

fir jedes x_; € Q_y, dann ist

[r@de= [ ([ r@an),.

Insbesondere existiert das iterierte Integral auf der rechten Seite.

Beweis. Wir beweisen hier nur 1., der Beweis von 2. ist vollkommen analog. Zur Vereinfachung
der Notation sei 0.B.d.A. k = 1. Wir setzen

Fa)= [ flanz)dey,

was nach Voraussetzung fiir alle x1 € [ay,by; existiert. Seien ay =1 yo < y1 < ... < Ym = by,
P(Q-1) ={QL,,...,Q"} eine Zerlegung von Q- sowie P(Q) = {Qij = Wi-1,4i,x Q" 1, i=1%
i<m,j=1,...,n} die entsprechende Zerlegung von Q. Auflerdem sei

mgj = inf f(x), M;j == sup f(z).
T€Qij

zeQ;;

Wir beweisen die Aussage mit Hilfe von Proposition 1.13. Seien hierzu & € [yi-1,¥i,, @ =
1,...,m. Durch Integration iiber @’ ergibt sich nach Satz 1.12 4.

mijAd—l(Qj;l) < jéj F(&z_y)de_y < Migha1(Q7)),

wobei wir die Integrierbarkeitsvoraussetzung benutzt haben und A\;_; den Jordan-Inhalt auf
R bezeichne. Wir multiplizieren beide Seiten mit (y; — y;_1). Summation liefert dann

Upy(f) = M Qi5) <  fiz ) dz g (yi—yi1) = &,z y)dz g (yi —yi-1)
P(Q) szjmj J ZZJ:[QJ_I T_q)ax_q\Yi —Yi-1 ;-/QM T_1)ax_q\Y; — Yi-1

= ZF(fi)(yz‘ ~Yi-1) = Z fQj f&ivz_y)dz_y (yi —yi1) < ZMij)\(Qij) = Op(g)(f)-
7 1,] -1 2,]
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Fiir (P(Q)) — 0 konvergieren dann wegen der Integrierbarkeit von f nach Satz 1.9 die Ober-
und Untersummen gegen /Q f(z) dz und somit nach Proposition 1.13 die zwischenstehende

. b . .
Riemannsumme gegen |, all F(z1)dz, so dass man insgesamt erhélt

fo(z)d£=f:l F(fﬂl)dﬂﬁffalbl fQ_lf(fm,&_l)d&_ldwl

wie gewiinscht. 0

Beispiel 1.15. Wir wollen die Funktion f : (x,y) ~ z¥ iiber @ = [0,1]? integrieren. Da f
stetig und auf @ durch 0 und 1 beschrankt ist, ist f iiber () integrierbar nach Satz 1.10. Das
Integral stimmt ferner nach Satz 1.14 mit den beiden iterierten Integralen iiberein, da jeweils
die inneren Integrale existieren, wie wir gleich sehen werden. Fiir die iterierten Integrale gilt

/I/Ixydydx:flfleylog(x)dydxzfl 1 eylog(l)
o Jo o Jo o log(x)

1 r1 1 pytl 11
f f ¥ dx dy = dy = / —— dy =log(2).
0o Jo o y+1 0 y+1

Daraus folgt nicht nur, dass das Integral von f iiber @) gerade log(2) ist, sondern auch

1

1
dxzf z-1 dx,
y=0 0o log(x)

=0

1 _ L=1 ) 1_ 1 oo _
f i 1dm J/ —Z—dz:f gdz
0 log(z) 1 22%log(z) 1 23log(z)
=log(z 0 e7t(1-¢7?

Beispiel 1.16. Wir betrachten nun die Funktion

Q::[071]2 -R
[ (1) ]2 yeQ,
Y 1, yeRNQ.

Aus der Definition von f folgt

1
1 f 2zdr =1, yeQ
| fawyda=17)

fo ldr=1, yeR~NQ

/Olfolf(x,y)dxdy:folldyzl.

Allerdings folgt hieraus nicht, dass fQ flz,y)d(x,y) =1, da f selbst nicht iiber @ integrierbar

ist (da Q dicht in R liegt, ist das Oberintegral von f iiber @ gleich % und das Unterintegral
gleich %) Aus analogen Griinden existiert auch nicht

und damit

1 1
/(; f(x7 y) dy = A (2.1' ' 1yeQ + 1yeR\Q) dy

(auBer fiir = = %), so dass das iterierte Integral fol fol f(z,y) dy dx ebenfalls nicht existiert.

Man sieht hier insbesondere, dass man aus der Existenz eines iterierten Integrals nicht auf
die Integrierbarkeit von f iiber @) schlielen kann!
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1.2 Jordan-messbare Punktmengen

Bislang haben wir eine Funktion iiber einen Quader integriert. In der Praxis ist es jedoch oft
notig, iiber allgemeinere Mengen zu integrieren. In diesem Abschnitt werden wir genau die
Mengen identifizieren, iiber die wir spéiter Integrale definieren kénnen. Dies sind die (Jordan-)
messbaren Mengen. Als ersten Schritt erweitern wir unser Spektrum von Quadern auf Qua-
dersummen.

Definition 1.17 (Quadersumme). Eine Menge A C R? heifit Quadersumme, falls es Qua-
der Q1,...,Qn gibt (nicht notwendigerweise disjunkt), so dass A=Q1U...UQy.

Proposition 1.18 (Eigenschaften von Quadersummen).
1. Seien A und A" Quadersummen, dann sind auch AUA’, AnA" und AN A" Quadersum-

men.

2. Sei A=Q1U...uQy, eine Quadersumme. Dann gibt es disjunkte Quader QY,...,Q",,
so dass A= Qi u...uQ,,. Weiter kénnen Q,...,Q., so gewdihlt werden, dass es fiir
jedes i ein J; € {1,...,m} gibt mit Q; = Ujes, Q-

Beweis. Aus Definition 1.17 folgt direkt, dass auch A u A’ eine Quadersumme ist. Da nach
Bemerkung 1.3 Quader schnittstabil sind, ist auch An A’ eine Quadersumme. Da stets Q; NQ
ein in @; enthaltener Quader ist, sieht man leicht (Zeichnung), dass man @; N Q’; zu einer
disjunkten Zerlegung von (); ergidnzen kann. Daraus ergeben sich die iibrigen Aussagen. [

Definition 1.19 (Inhalt einer Quadersumme). Seien A eine Quadersumme und
Q1,...,Qm disjunkte Quader mit A=Q1U...UQy,. Dann definieren wir den (Jordan-)Inhalt
bzw. das Volumen der Quadersumme als A\(A) = A(Q1) + ...+ A(Qm).

Da die Darstellung einer Quadersumme als Vereinigung disjunkter Quader nicht eindeutig ist,
stellt sich die Frage nach der Wohldefiniertheit des Inhalts einer Quadersumme.

Lemma 1.20. Der (Jordan-)Inhalt von Quadersummen ist wohldefiniert.

Beweis. Seien Q1,...,Qm und Q1,...,Q;, jeweils disjunkte Quader, so dass A = Q1U...UQy, =
Qi uU...uQy,. Dann gilt wegen Bemerkung 1.5 und Q; =Q;nA=(Q;n Q) u...u(Q:nQ))

m
2 M@
=1

Damit ist die Wohldefiniertheit gezeigt. O

LMS

i MQinQj)) = iiA(QmQ}FiA(Q;).

Proposition 1.21 (Eigenschaften des Inhaltes von Quadersummen). Seien A und B
Quadersummen.

1. Sind Q1,...,Qn Quader mit A=Q1U...UQp, soist A\(A) <X MQ:)-

2. Ist A< B, so existiert eine zu A disjunkte Quadersumme C mit AuC = B und \(A) +
A(C) = X(B). Insbesondere gilt A\(A) < \(B).

3. Es gilt \(Au B) < A(A) + \(B).
4. Sind A und B disjunkt, so gilt \(Au B) = A(A) + \(B).
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Beweis.

4.:Ist A =Q1u...uQ, mit disjunkten Quadern Q1,...,Q, und B = Q] U... U Q;, mit
disjunkten Quadern Q7,...,Q.,, so sind nach Voraussetzung Q1,...,Qn, @1, ..., Q. disjunkt
mit Vereinigung A u B. Daraus folgt A(A U B) = ¥ AM(Qi) + X721 AM(Q)) = A(A4) + A(B).

2.: Es ist C := B\ A die gesuchte Quadersumme (vgl. Proposition 1.18 1.). Die Gleichheit
folgt aus 4.

3.: Wegen 4. und 2. ist A(AuB) = A(A) + A\(B~ A) <A(A) + A(B).

1.: Wir zeigen die Aussage nur fiir n = 2, der allgemeine Fall folgt analog. Wir schreiben mit

4. und 2. A(A) = AM(Q1) + A(@2~ Q1) < A(Q1) + AM(Q2). D
Wir kommen nun zur Definition von (Jordan-)messbaren Mengen.

Definition 1.22 (Jordan-messbare Mengen und deren Inhalt). Sei A ¢ R? cine be-
schrinkte Menge. Dann definieren wir den inneren Jordan-Inhalt

A (A) :=sup{\(S) | S Quadersumme, S c A} (1.1)
und den dufleren Jordan-Inhalt
A (A) =inf{\(S) | S Quadersumme, S 2 A}.

Gilt \+(A) = X*(A), so heifit A Jordan-messbar, und A(A) := X\, (A) = \*(A) heifit der (Jor-
dan-)Inhalt oder das Volumen von A. Gilt A\(A) =0, so heifst A auch (Jordan-)Nullmenge.

Bemerkung 1.23. Eine beschrinkte Menge A ist genau dann eine Nullmenge, falls A\*(A) = 0.
In diesem Fall ist sie auch Jordan-messbar.

Beispiel 1.24.

1. Sei A ={(z,y)|x?+y?=1} die Kreislinie im R?. Da der Kreisumfang 27 betriigt, kann

diese mit hochstens n Quadraten mit Seitenlédnge 27“ iiberdeckt werden. Da jedes dieser

4ﬂ_2 n—oo

Quadrate das Volumen %2 hat, ist der dufere Inhalt von A hochstens —— 0. Also

ist A eine Jordan-Nullmenge.

n

2. Etwas allgemeiner als in 1. kann man sagen, dass Linien eine Fliche (so kann man
den Inhalt fiir d = 2 auch nennen) von 0 haben. Analog sieht man, dass Flichen kein
Volumen im R? haben etc.

3. Seid=1und A=QnJ0,1] (also beschrinkt). Dann ist A nicht Jordan-messbar, denn
man sieht leicht, dass der duflere Inhalt immer 1 ist und der innere Inhalt immer 0.

Die folgende Proposition zeigt, dass es noch weitere Mdoglichkeiten gibt, den inneren und
duferen Inhalt einer Menge zu berechnen.

Proposition 1.25. Fiir eine beschrdinkte Menge A und einen Quader QQ 2 A gilt
A(A) = sup{ > M@QO)| (@1 Qu} Zerlegung von Q},
QrcA

A*(A) = inf{ > Q) ’ {Q1,...,Qm} Zerlegung von Q}

Qk FTA¢®
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sowie'

M) = [a@ydz, A (A) = [T 1a@)de
Q Q

Beweis. Wir beweisen die Aussagen nur fiir den &uferen Jordan-Inhalt, da die analogen Aus-
sagen fiir den inneren Jordan-Inhalt genauso gezeigt werden konnen. Fiir die erste Gleich-
heit bemerken wir, dass jede Zerlegung von ) in Quader @1,...,Q,, eine Quadersumme
S = UZl,Qm s @i 2 A zulédisst. Andersherum lésst sich jede Quadersumme S 2 A zu einer
Zerlegung von () ergédnzen. Dies zeigt, dass die Mengen, iiber die jeweils ein Infimum gebildet
wird, identisch sind.

Fiir die zweite Gleichheit beachte man, dass fiir eine Zerlegung P(Q)

Op(1a)= Y swla@AB)= Y. lansaMB)= > A(B)
BeP(Q) *<B BeP(Q) BeP(Q),AnB+p

gilt. Die rechte Seite fiillt offensichtlich monoton, wenn die Feinheit §(P(Q)) der Zerlegung
kleiner wird. Lésst man nun 6(P(Q)) — 0 gehen, so konvergiert die rechte Seite wegen der
Monotonie und dem schon bewiesenen ersten Teil gegen A*(A) und die linke Seite nach dem
Beweis von Satz 1.9 gegen das Oberintegral der Funktion 1 4, woraus die Behauptung folgt. [

Bemerkung 1.26. Aus dem letzten Teil von Proposition 1.25 folgt zusammen mit Definition
1.22, dass die Jordan-messbaren Mengen genau diejenigen beschrinkten Mengen A ¢ R? sind,
deren Indikatorfunktionen 1,4 Riemann-integrierbar sind.

Lemma 1.27 (Elementare Eigenschaften des inneren und #ufleren Jordan-Inhal-
tes). Seien A, B cRY.

1. Es gilt 0 < A\ (A) <A (A) < 0.

Falls A c B, so ist A\ (A) < A(B) und X*(A) < A\*(B).

Es gilt? M\, (A) = M\ (A°) und \*(A) = X*(A).

Ist A messbar, so gilt \(A) = \(B) fiir jedes A° ¢ B ¢ A. Inshesondere ist \(A°) = \(A).

ARSI

Es gilt \*(Au B) < X*(A) + \*(B).
6. Falls AnB =g, so ist \«(AuB) = \.(A) + \.(B).

Beweis.
1.: Da fiir Quadersummen S,S” mit S ¢ A ¢ S" nach Proposition 1.21 2. gilt A(S) < A(S"),
folgt supge g A(S) = A\u(A) < A(S") und damit ebenso A\, (A) <infgroa A(S") = AN (A).

"Wir erinnern an die Definition

= =8
- 0, z¢A.

2Fiir z € R? und die euklidische Norm [ -] sei Be(z) := {y € R | |z -yl < e} der (offene) Ball um z mit
Radius e. Aus Analysis II ist Folgendes bekannt: Fiir eine Menge A ¢ R%ist A°:={xeA|3e>0:B(z)c A} =
UBca often B das Innere von A. Weiter ist A := ((A°)°)° = Mpoa abgeschlossen B der Abschluss von A. Genau
dann ist A offen, wenn A = A°, und genau dann abgeschlossen, wenn A = A. Weiter heifit A := A\ A° der
Rand von A. x € A genau dann, wenn fiir alle £ > 0 gilt, dass B:(z) N A+ @ und B:(z) n A° + @.
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2.: Da jede Quadersumme S mit S € A auch S ¢ B erfiillt, folgt die erste Aussage daraus,
dass bei der Berechnung von A, (B) ein Supremum {iiber eine grolere Menge gebildet wird als
bei der Berechnung von A.(A). Analog argumentiert man fiir A*(A) < A\*(B).
3.: Fir jede Quadersumme S ist S° ebenfalls eine Quadersumme und A(S) = A(S°) nach
Definition 1.2 3., Proposition 1.18 2. und Proposition 1.21 4. Damit folgt

A (A) =sup{A(S) | S Quaders., S c A} = sup{\(S) | S Quaders., S < A°} = A\.(A°).
Analog folgt \*(A) = \*(A).
4.: Es gilt mit 3. und 2.

AA) = A (A) = XM (A°) < A (B) < A*(B) < A*(A) = M (A) = A(4),

also gilt tiberall Gleichheit, und die Aussage folgt.
5.: Zunéchst bemerken wir, dass fiir das Oberintegral

fQ*(f+g)(z)dzs /Q*f(g)dgvt fQ*g(g)d2

fiir beliebige Funktionen f und g gilt, da Ma(f + g) < Ma(f) + Ma(g) fiir jede beliebige
Menge A. Wir schreiben also fiir einen Quader @ 2 A u B nach Proposition 1.25

A*(AuB):[Q* 1AuB<z>dzs[Q* 1A<z>+13<z>c@sfc; u@)dyfc; 15(z) da
= M (A) + \*(B),

wobei wir die Monotonie des Oberintegrals ausgenutzt haben.

6.: Fiir beliebige Funktionen f, g und Mengen S ¢ RY gilt, dass mg(f + g) > ms(f) + ms(g).
Falls S ¢ Au B und A, B disjunkt sind, gilt sogar mg(14 + 1) =mgs(14) + mg(1p) (*), also
folgt, erneut mit Hilfe von Proposition 1.25, fiir einen Quader Q2 Au B

M(AUB) = [1ap@)de= [1a@) +1s@de? [1a@)dos [15()de
Q Q Q Q

= Ae(A) + M\ (B).
O

Proposition 1.28. Eine beschrinkte Menge A ist genau dann Jordan-messbar, wenn 0A eine
Jordan-Nullmenge ist.

Beweis. Seien A Jordan-messbar, () 2 A ein Quader sowie € > 0. Nach Lemma 1.27 4. gilt
M (A) = M\ (A°), daher existiert nach Proposition 1.25 eine Zerlegung {Q1,...,Qm} von Q,
so dass Y 0,ndsg M@k) = Lk | Queae MQk) = X 0unieg,@un(a)eso MQk) <&

Wegen A € Uy gunisg @k und A° 2 U g,ca- @k folgt, dass A (0A) = fé 14 40(z)dz <
AN (Uk|Qpndsp,Qrn(ac)e=p @k) < € wegen der Monotonie des Oberintegrals. Da € > 0 beliebig
war, folgt, dass A*(0A) = 0 und somit JA eine Jordan-Nullmenge ist.

Ist umgekehrt A eine Jordan-Nullmenge, gibt es fiir jedes € > 0 eine Quadersumme R 2 0A
mit A\(R) < e. Wir bemerken, dass Au R und A\ R wieder Quadersummen sind. Daher gilt

A(A) = A (A) =inf{\(S) | S 2 A Quadersumme} — sup{A\(S) | S € A Quadersumme}
<inf{A(S)| S 2 Au R Quadersumme} —sup{A(S) | S € A\ R Quadersumme}
=AM AUR)-AANR)=X(R)<e.

Da € > 0 beliebig war, folgt die Aussage. O
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Korollar 1.29 (Vereinigung, Durchschnitt und Differenz messbarer Mengen sind
messbar). Seien Ai,..., A, Jordan-messbar. Dann sind Ay n...nA,, Aju...U A, und
Ay N Ay Jordan-messbar.

Beweis. Wir zeigen alle Aussagen nur fiir n = 2, der allgemeine Fall fiir Vereinigungen und
Durchschnitte folgt dann mit Induktion. Nach Proposition 1.28 sind A; u As, A1 n As und
Aq ~ Ay Jordan-messbar, falls ihre Rénder Jordan-Nullmengen sind. Nach Bemerkung 1.23
und Lemma 1.27 2. geniigt dazu der Nachweis, dass alle diese Rénder in 0A4; U0 Az enthalten
sind. Dies ist aber leicht einzusehen: Sei z € 9(A; U Az), so gilt einerseits B.(z) N (A1 U Ay) =
(Be(z) n A1) U (B:(z) nAg) # @ fiir alle € >0, d.h. B:(z) n A1 #+ @ oder B.(z) n A2 # @, und
andererseits @ # B.(z) N ((A1 U A2)°) = (Bz(2) n A7) n(B:(2) n AS), also B:(z) N A{ #+ @ und
B.(z) n A§ + @. Zusammen folgt z € A, oder z € Ay und damit 9(A; U Ag) € 0A; UIA,.

0(A1 N Ay) € A1 U DAs zeigt man ganz analog. Da aus Symmetriegriinden offensichtlich
0A = 0A°, folgt ebenso O(A;1 ~ A2) =0(A1 N A5) C0A; UOAS =0A; UDA,. d

Waéhrend sich Lemma 1.27 mit nicht notwendigerweise messbaren Mengen beschéftigt hat,
kommen wir nun zu den relevanteren Eigenschaften des Jordan-Inhaltes fiir messbare Mengen.

Proposition 1.30 (Eigenschaften des Jordan-Inhaltes). Seien A, B ¢ R? beschrinkt
und Jordan-messbar.

1. Ist Ac B, so gilt \(A) < X(B). Genauer ist A(B) = A(A) + A(B~ A). (Monotonie)
2. Es gilt \(Au B) < A(A) + \(B). (Sub-Additivitit)

3. Gilt A°n B° =g, soist A\(Au B) = A\(A) + \(B). (Additivitit)

4. Fiir ceR? ist \(A+c) = M(A). (Translationsinvarianz)

Beweis. Zunichst ist nach Korollar 1.29 klar, dass alle auftretenden Mengen messbar sind.
1.: Es gilt A(A) = X*(A) < A*(B) = A(B) nach Lemma 1.27 2. Die zweite Aussage folgt aus 3.
2.: Nach Lemma 1.27 5. gilt A(Au B) =X (AuB) <X (A) + \*(B) = A(A) + A(B).

3.: Nach Definition des Inneren sind A°, B° offene Teilmengen von Au B und somit A°u B° ¢
(Au B)°. Ferner sind mit A, B und Au B auch A°, B° und (A u B)° Jordan-messbar nach
Lemma 1.27 4. Wegen A° n B° = ¢ folgt aus den Eigenschaften in Lemma 1.27

MAUB) = MAUB)Y)=X\((AUB)) > M(A"UB®) = M(A)+A(B")

= A B)=)\"(A “(B) > N(AuB)=\(AuB
L M) FAB) =N (A) +A(B) 2 A(AuB) =AU B),
also gilt tiberall Gleichheit, und die Aussage folgt.

4.: Nach Definition 1.2 ist der Inhalt von Quadern translationsinvariant und damit wegen Pro-
position 1.18 2. auch der jeder Quadersumme. Durch Grenzwertbildung gemafl Definition 1.22
iibertréigt sich diese Eigenschaft dann auch auf jede Jordan-messbare Menge. 0

1.3 Integration iiber Jordan-messbare Mengen

Nachdem wir bisher nur Funktionen iiber Quader integriert haben, wollen wir dieses Konzept
erweitern und {iber Jordan-messbare Mengen integrieren.
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Definition 1.31 (Integral iiber Jordan-messbare Mengen). Sei A ¢ R? eine Jordan-
messbare (und damit beschrinkte) Menge mit A € Q fir einen Quader Q, sowie f: A - R.
Dann definieren wir

Q@ -R
fazry o 1f@), ze4,
- 0, sonst,

sowie die Unter- und Oberintegrale

[1@dz= [ fa@de, [ t@dz= [ fa@) s
A Q A Q

Die Funktion f heifst iiber A integrierbar, falls Unter- und Oberintegral tibereinstimmen und
endlich sind. Der gemeinsame Wert heifit dann das (Riemann-)Integral von f iiber A, und

wir schreiben da?’d?
dz.

Da nun das Riemann-Integral iiber messbare Mengen nichts anderes ist als das Riemann-
Integral {iber einen Quader, kann man einige Eigenschaften recht schnell iibertragen.

Satz 1.32 (Eigenschaften des Riemann-Integrals). Die Aussagen der Sitze 1.12 und
1.10 gelten auch dann, wenn man den Quader Q durch eine Jordan-messbare Menge A ersetzt.
Letztere lisst sich noch wie folgt erweitern:

Ist A ¢ R% eine Jordan-messbare Menge, N € A eine Jordan-Nullmenge sowie f : A - R
beschrinkt und stetig auf A~ N, dann ist f iber A integrierbar.

Beweis. Die Aussagen von Satz 1.12 iibertragen sich trivialerweise, zu zeigen ist somit nur
noch, dass auch Satz 1.10 und dessen Erweiterung gelten. Man beachte dazu, dass trotz der
Stetigkeit von f auf A die Funktion f4 aus Definition 1.31 i.A. unstetig auf dem Rand 0A ist
und sich damit die Aussage von Satz 1.10 nicht direkt iibertragen l&sst.

Da A messbar ist, ist A nach Proposition 1.28 eine Nullmenge. Ist f auf A\ IV stetig, so ist
die Menge der Unstetigkeitsstellen von f4 aus Definition 1.31 in N udA enthalten und damit
ebenfalls eine Nullmenge, denn nach Lemma 1.27 5. gilt A*(N UdA) < A*(N) + A*(0A) = 0.
Daher geniigt es, die folgende Aussage zu zeigen: Ist Q) ein kompakter Quader, N ¢ Q) eine
Nullmenge und f:@Q — R beschrdinkt und stetig auf Q ~ N, dann ist f iber Q integrierbar.
Da N eine Jordan-Nullmenge ist, existiert fiir jedes € > 0 eine Quadersumme S aus disjunkten
Quadern Q1,...,Qy ), so dass N € S° und A\(S°) = A\(S) < e. Wir konnen annehmen, dass
die Quader eine beliebig vorgegebene Feinheit 6 haben (falls nicht, kann man jeden Quader in
entsprechend kleinere Teilquader zerlegen). Die dadurch gegebene Zerlegung von @ nS° lésst
sich zu einer Zerlegung P(Q) = {Q1,- -, Qn(c), @n(e)+1> - - - s @n(e)+m )} von @ mit vorgegebener
Feinheit § ergénzen.

Da N c §°, ist f auf der abgeschlossenen Menge Q \ S° gleichméfig stetig. Wie im Beweis
von Satz 1.10 folgt, dass fiir eine hinreichend kleine Feinheit §(P(Q)) < ¢’ fiir die Differenz
zwischen Ober- und Untersumme von f auf Q~S° gilt 332, ) 1 (Mg, (f)—mq, (f))MQr) <e.
Ferner ist f nach Voraussetzung beschrinkt, d.h. es exitiert ein 0 < C' < co mit |f(z)| < C fiir
alle € ). Daher lésst sich die Differenz der Ober- und Untersumme von f auf S° abschétzen

durch ZZii)(MQk(f) -mq, (f))MQr) <2CA(S) < 2Ce. Zusammen erhilt man, dass fiir eine

hinreichend feine Zerlegung gilt Op () — Up(g) < (2C + 1)e. Da € > 0 beliebig klein gewéhlt
werden kann, folgt die Integrierbarkeit von f iiber Q. O



1 GRUNDLAGEN DER MEHRDIMENSIONALEN INTEGRATION 16

Bemerkung 1.33 (Integrale iiber Jordan-Nullmengen). Der Beweis von Satz 1.32 zeigt
auch, dass der Wert des Integrals einer beschrankten Funktion iiber eine Nullmenge gleich
0 sein muss, d.h. ist N ¢ R? eine Jordan-Nullmenge und f : N — R beschriinkt, so gilt
[ f(z)dz =0. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.32 gilt also [, f(z)dz = [,y [(z)dz.

Bemerkung 1.34 (Stiickweise Stetigkeit revisited). In Bemerkung 1.11 wurde die Fra-
ge aufgeworfen, was man in héheren Dimensionen d > 1 unter stiickweiser Stetigkeit einer
Funktion f:R% — R verstehen kann, insbesondere im Hinblick auf Integrierbarkeit. Der vor-
hergehende Satz erlaubt nun die folgende Antwort bzw. Interpretation: Stiickweise Stetigkeit
entspricht Stetigkeit auflerhalb einer Jordan-Nullmenge, oder mit anderen Worten, die Menge
der Unstetigkeitsstellen von f ist eine Jordan-Nullmenge.

Da endlich viele isolierte Punkte stets eine Jordan-Nullmenge bilden, stimmt diese Interpre-
tation fiir d = 1 mit der iiblichen Definition stiickweiser Stetigkeit iiberein.

Proposition 1.35 (Prinzip von Cavalieri). Seien A ¢ R? eine Jordan-messbare Menge
und @Q = Tay,b1) x...x ag,bg. 2 A ein Quader. Gilt fir ein i, dass fir alle £ € [a;, b;

Ai(§) ={z; € Q| (z4,§) € A}

ein d — 1-dimensionales Volumen A\g_1(A(&)) hat, dann gilt

AA) = [T ha(A©) e

7

Beweis. Sei 0.B.d.A. i = d. Wir verwenden den Satz von Fubini (Satz 1.14) und setzen A :=
{(z_4:0) [ 2_q € Ad(§),aq < § <bg}, dann gilt

A= [ a@de= [ e degds= [ A@)de
O

Beispiel 1.36 (Fliche eines Kreises). Wir wollen die Flidche des Kreises mit Radius r
um den Ursprung, A = {(z,y) | 2% + y* <72}, berechnen. Offensichlich lisst sich A alternativ

beschreiben durch A = {(z,y) |y € [-r,r],-\/r? - y? <z < /r? —y?} und ist in dem Quader
[-r,7] x [-r,r] enthalten. Deshalb ist

M) = [ ade = [Cf 1 @ dedy = [T/ ay

y=rsin(t) f§ 2r? cos?(t) dt = r? f§ (cos?(t) +sin®(t)) dt = r’r.

us
2

M|

Beispiel 1.37 (Volumen eines Kegels). Nun berechnen wir das Volumen eines Kegels mit
einem Kreis mit Radius r als Grundfliche und Hohe h. Wir stellen den Kegel dazu auf den
Kopf, d.h. mit der Spitze auf den Ursprung des Koordinatensystems, so dass wir ihn durch

A:{(m,y,z)]w2+yzg(%)2,032£h}.

beschreiben konnen. Dieser ist im Quader [-r,7]? x [0, h] enthalten, und es folgt

r2 22 1

h h
AMA) = fo [-Cff}f]Q 1{z2+y2g(%)2}(%y) d(z,y)dz = [0 T 2 dz = §7T7“2h.
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Korollar 1.38 (Normalbereiche). Fir eine Jordan-messbare Menge A € R? gebe es eine
kompakte Menge K € R* und Funktionen ¢, : K - R, so dass fiir ein 1<i<d

A={zeR|p(z ;) <zi<(z)}.

Dann heift A Normalbereich beziiglich ;. Ist f:R% - R dber A integrierbar, so gilt

fir@a= [ [ f:ij)f@) didz_,.

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass

A={z]z e K p(z_) <z <p(z)}.

Sei nun @ = [a,b} 2 A ein Quader. Dann gilt mit dem Satz von Fubini 1.14

Ji@ie- [u@i@ds- [ ["u@i@and - [ [ @,
O

Beispiel 1.39 (Schwerpunkt (eines Kegels)). Wir wollen den Schwerpunkt einer Jordan-
messbaren Menge A ¢ R? berechnen. Unter der Annahme einer konstanten Massendichte
p(x) =1 muss dann xg, die z-Koordinate des Schwerpunktes, die Gleichung

fA(:c—xs)d(x,y,z) =0

erfiillen, da sich dann die Drehmomente der Volumenteile links und rechts von xg aufheben.
Entsprechende Gleichungen gelten auch fiir die y- und z-Koordinaten des Schwerpunktes.
Damit ist dieser gegeben durch

(as.s.29) = /Aldm,y,z))_l( [yt fvden.). [ zi.2)

Dies wenden wir nun an, um den Schwerpunkt des Kegels A aus Beispiel 1.37 zu berechnen.
Aus Symmetriegriinden ist klar, dass g = 0 und yg = 0. Auflerdem ist nach der letzten Formel

3 d _ 3 " 1 d dz = 3ot 3d —3h

_rz rz
h’h

zZ8 =

was interessanterweise unabhéngig von r ist. Der Schwerpunkt des Kegels liegt also stets %
von der Grundfliche entfernt.
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2 Integralsitze

Bislang sind der Satz von Fubini und das Cavalierische Prinzip die einzigen Hilfsmittel, um
Integrale konkret ausrechnen zu kénnen. Wir kommen nun zu einigen Integralsétzen fiir mehr-
dimensionale Integrale. Als erstes werden wir in Abschnitt 2.1 mit dem Transformationssatz
ein Resultat kennenlernen, mit dem wir Integrale durch Koordinatentransformationen berech-
nen kénnen.

Bislang haben wir nur Volumina von Teilmengen des R? berechnet. Ebenso kann man aber
auch iiber Kurven (d.h. eindimensionale Obkjekte) als Teilmengen des R? oder R? oder iiber
Flichen als Teilmengen des R? integrieren. Diese Integrale werden wir in den Abschnitten 2.2
und 2.3 einfiihren. Anschlieflend betrachten wir Zusammenhénge zwischen den verschiedenen
Integralarten. Der Satz von Gaufl oder Divergenzsatz (Abschnitt 2.4) stellt einen Zusam-
menhang zwischen Volumen- und Fléchenintegralen her, der Satz von Stokes (Abschnitt 2.5)
anschlieend eine Verbindung zwischen Oberflichenintegralen und Kurvenintegralen.

2.1 Der Transformationssatz
Fiir f: R - R erinnern wir an die Integration durch Substitution:
Satz 2.1 (Substitutionsregel). Seien ¢ : [a,b] — [c,d] bijektiv und stetig differenzierbar

sowie f:[c,d] = R stetig, dann gilt

b , ~ ©(b)
[ 1@ @y [ -7 )y

(Der Beweis hierfiir ist iibrigens einfach, wenn man beachtet, dass die Ableitung nach b
auf beiden Seiten identisch ist.) In der Praxis kann die Berechnung wegen % = ¢'(z) auch
umgekehrt durch Einsetzung von dy = ¢'(x) dx erfolgen:

[ 1”2 [7 7 fe@) ooy

Ziel dieses Abschnittes ist es, diese Regel ins Mehrdimensionale zu iibertragen. Hierzu miissen
wir zunichst berechnen, wie ein Volumenelement, etwa Q = [0, 1]¢, unter einer linearen Trans-
formation vergroflert oder verkleinert wird.

Proposition 2.2 (Volumen eines Parallelotops). Sei Q = [0,1]¢ und A eine reellwertige
d x d-Matriz. Dann ist

A(AQ) = [det(4)]
Bemerkung 2.3 (Der Fall d = 2). Im Fall d = 2 lisst sich die Aussage der Proposition recht

elementar nachrechnen. Sei A eine reellwertige 2 x 2 Matrix. Ziel ist es, die Fliche von

S::éQ:{é-(st,te [0,1]}={sg+ty|s,te [0,1]}

zu berechnen, wobei wir die Spaltenvektoren von A mit x und y bezeichnet haben. Mit anderen
Worten ist AQ das von z und y aufgespannte PaEallelogramri.

Aus geometrischen Uberlegungen ist klar, dass die Fliche identisch bleiben muss, wenn man
y um ein Vielfaches von z verschiebt (denn das entspricht einer Scherung, bei der Grundseite
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und Hohe des Parallelogramms erhalten bleiben). Dies ist etwa dann der Fall, wenn wir das
von z und z =y - @(Lg)z aufgespannte Rechteck betrachten (|z| := \/2? + 22 = \/(z, z)

bezeichne dabei die euklidische Norm von z und (-,-) das Standard-Skalarprodukt). Da z 1 z,
gilt fiir die Flache A(S), dass

1 2 2 1
2 _ 2 ., _ — 2. 2 2 20112
NS =zl u- e el =lal® (- pple s Tateslel?)

= zlPlyl® - (2, y)* = 27y} + 75 + 23y7 + 2395 — 2Ty + 20112202 - T35

= 2ys — 2x19y1Y2 + T3yt = (2192 — T2y1)?,

also

A(S) = |z1y2 — 2201| = [det(z, y)| = [det(A)].
Beweis von Proposition 2.2. Seien x,...,z, € R? die Spaltenvektoren von A. Wir definieren
o = sgn(det(A)). Wir werden zeigen, dass p(zy,...,2,) = 0-Nzy,...,15) = 0 - M(AQ) eine
alternierende (d.h. p(z,...,z,) = 0, falls z,...,2, linear abhingig sind), normierte (d.h.
p(eq,...,e4) =1) Multilinearform ist.

Die Normiertheit ist klar, denn falls A die d x d-Einheitsmatrix ist, gilt p(e;,...,e;) = AM(Q) =
A([0,1]¢) = 1 nach Definition 1.2. Sind nun die Vektoren z,,...,z, linear abhingig, so ist
bekanntermafien die Determinante der aus ihnen gebildeten Matrix A gleich 0 und damit
wegen o = sgn(det(4)) =0 auch p(z,,...,z,) =0, also ist p alternierend.

Aus geometrischen Uberlegungen ist klar, dass A(zy,...,az;,...,24) = @Az, ...,z .., 2y)
fiir alle 1 <4 < d (wenn man genau eine Kante des Parallelotops um « streckt, dndert sich das
Volumen um den Faktor |a]) und somit p(zq,...,ax,,...,2,4) = ap(zy,...,2;,...,2,) (man

beachte, dass sich fiir a < 0 das Vorzeichen von det(A) &ndert). Sei nun z = a1z; +... + agz,.
Da sich wie in Bemerkung 2.3 das Volumen nicht &ndert, wenn man einen Vektor um ein
Vielfaches eines anderen Vektors verschiebt (Scherung in der betreffenden Ebene), ergibt sich
induktiv

p(zy,. ., xg+x)=p(xq,...,zg+01x; +...+agxy) =p(Tq,...,Ty+QaTy+ ... +0qZy)
== p(zy, e, (Trag)zy) = (T+ag)p(zy, ... zy)
=p(Zys s 2g) +aap(Tys . 2g) = p(Zy,0 - Zg) + (24, QaZy)
=p(zy,.yzg) +p(2y, 01z +agzy) == p(2y, . 2g) + p(2y, 0, T),

was die Multilinearitét zeigt.

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass (z,...,z;) » det(z,,...,z,) die einzige alter-
nierende, normierte Multilinearform ist. Daher muss p = det gelten und somit
)\(éQ) =Mzy, .. zy) =lp(zy, .. zy)| = |det(zy,...,z4)| = \det(é)]. =

Bemerkung 2.4. Betrachtet man statt [0,1]% beliebige Quader @ = fa,b’, so lisst sich die

=) =1

Aussage von Proposition 2.2 leicht verallgemeinern zu A(AQ) = |det(A)| A\(Q) (beachte dazu
M@, b)) = A([0,b—-a’) = A\(D70,17%) = det(D), wobei D eine Diagonalmatrix mit Diagonalen-
elementen by —a1,...,bq— a;ist). Diese iibertrigt sich nach Definition 1.19 dann unmittelbar
auf Quadersummen und damit nach Definition 1.22 auch auf jede Jordan-messbare Menge B.

Wendet man dieses Resultat auf infinitesimale Flachenelemente an, so erhélt man den Trans-
formationssatz. Um ihn formulieren zu kénnen, benétigen wir noch einen Begriff, der schon
im Satz iiber implizite Funktionen in der Analysis II aufgetaucht ist.
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Definition 2.5 (Diffeomorphismus). Seien A, A’ ¢ R? offen. Dann heifit® ¢ € C1(A, A")
ein (C'-)Diffeomorphismus, falls ¢ stetig differenzierbar und bijektiv ist, und ' ebenfalls
stetig differenzierbar ist.

Bemerkung 2.6 (Charakterisierung von C!-Diffeomorphismen). Aus der Analysis II

ist bekannt, dass eine stetig differenzierbare, bijektive Funktion ¢ : A ¢ R? - A’ ¢ R¢ genau

dann ein Diffeomorphismus ist, wenn die Jacobi-Matrizen Dp(z) = (g

f; (2))1gi,jgd fiir alle

x € A invertierbar sind.
Satz 2.7 (Transformationssatz). Seien A, A’ ¢ R? Jordan-messbar und offen sowie P €

C'(A, A" ein Diffeomorphismus. Ist f :R% = R stetig, so gilt

[ 1w dy= [ 1(e@)ldet(Do())|dz

falls eine der beiden Seiten existiert.

Beweisskizze. Da der exakte Beweis recht technisch ist, geben wir hier nur eine Skizze an und
zeigen lediglich, dass fiir Wiirfel W,. = fa,b’? mit Kantenlinge b—a =:7 >0 und z € W, gilt

)‘(E(WT)) r—0
A(W,)

|det(D ()] (+)

Schopft man nun A mit kleinen Wiirfeln W, ..., W, aus (d.h. approximiert A wie bei der De-
finition des (inneren) Jordan-Inhalts durch eine disjunkte Quader- bzw. hier Wiirfelsumme),
so wird A" wegen der Bijektivitit von ¢ durch die Mengen o(W,,), ..., p(W, ) ausgeschopft,
so dass fiir z; € W,,, 1 <@ <n, gilt N N N

fA/ fy)dy~Y. f(f(gl)) /\(f(Wm)) wegen Konvergenz der Riemann-Summen
i=1

¥ ;f(f(gi)) |det(D (z;))| A(W;,)  wegen (x)
? [A f(e(@)) |det(D ()| da wegen Konvergenz der Riemann-Summen

Nun zum Beweis von (*). O.B.d.A. sei 0 € W, sowie ©(0) = 0 (das ldsst sich durch eine
Translation sowie Addition einer Konstanten zu ¢ stets erreichen). Wir betrachten zunichst
den Spezialfall D p(0) = E4 (d x d—EinheitsmatriXY Nach Definition der Differenzierbarkeit in
R? gilt dann

le(z) = 0(0) - Eazll  lp(z) -2l z-0

]| =zl

Sei nun € > 0. Da r | 0, gilt dann
lp(z) - z|| < ella]| < erVd
fir z € W, mit r klein genug und damit

A(I/Vr(l—e\/a)) < )\(E(Wr)) < )\(Wr(1+€\/3))’

3Fiir offene Mengen A ¢ R? und B € R® bezeichnen wir mit C*(A, B) die Menge der k mal stetig differen-
zierbaren Abbildungen f: A — B. C°(A, B) ist die Menge der stetigen Abbildungen f: A — B.
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also

Me(W:))

d
(1 - 5\/8) < N

< (1 + 8\/E)d.
Lassen wir nun € — 0 und r | 0, folgt wegen det(éd) =1 die Behauptung. Im allgemeinen Fall

betrachten wir 1 = 22(9)‘1 -, so dass D¢(0) = E4. Mit Bemerkung 2.4 folgt dann aus dem
schon bewiesenen Spezialfall

AMe(W)  MDe(0) -9 (W;))

AW AW =|det(R(0))|

)‘(g(Wr)) r—0
A(W:)

Jaet(Do(0)}

Beispiel 2.8 (Polarkoordinaten im R?). Wir betrachten die Abbildung

‘{R+><(0,27T) > R2\ {(z,0) |z >0}

(r,a) — (rcos(a),rsin(a)).

Hier wird also (r,a) ein Punkt in R? zugeordnet, der den Abstand r vom Ursprung hat,
und dessen Verbindung zum Ursprung mit der z-Achse einen Winkel von « einschliefit. Die
Determinante der Jacobi-Matrix von ¢ ist

cos(a) —rsin(a
det(gf(r,a)) = det ((sinéag rcos((a)))) =7
Damit ist D p(r,«) fiir alle (r,a) € (0,00) x (0,27) invertierbar, und mit Bemerkung 2.6
folgt, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist. Man beachte, dass Punkte auf der positiven z-Achse
von ¢ nicht getroffen werden, da a # 0 gefordert ist (sonst wire ¢ nicht auf dem gesamten
Definitionsbereich differenzierbar). Dies ist jedoch nach Satz 1.32 und Bemerkung 1.33 fiir
die Anwendung des Transformationssatzes ohne Bedeutung, da beliebig grofie Abschnitte der
positiven z-Achse Nullmengen beziiglich des 2-dimensionalen Jordan-Inhalts sind.
Es folgen nun ein paar Beispiele, wie man mit Hilfe von Polarkoordinaten konkrete Integrale
berechnen kann.

1. Sei I ein Intervall und
Kr={(z,y) eR*| a2 +y2 eI}
eine Kreissegment (fiir I = [0,1) z.B. ist K = B1(0)) sowie g € C°(K7,R), dann ist nach
dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini (Satz 1.14)

[ s@adz= [ [t cos(@), rsin(@)) dasdr.

Ist insbesondere g(z) = h(||z]|) rotationssymmetrisch, so gilt

fKIg(g)dQ:%rflr-h(r)dr.

2. Als Beispiel berechnen wir wie in Beispiel 1.36 erneut den Inhalt des Kreises B, (0) mit
Radius z um den Ursprung . Aus 1. lesen wir ab

z
/; 1d§=27rf rdr = 2.
B:(0) 0
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3. Zum Schluss zeigen wir, dass der Wert des Gaufy’schen Integrals

0 a2 . K —z?
f e ¥ dx:= lim e dr = /7

) K—oo J-K

ist. Diese Gleichheit folgt aus

) 2 () %) ) oo
(f 6_$2dl‘) = f [ e_($2+y2) drdy =27 [ r- e_rzdr = —We_rz‘o =,
—00 —00 —00 0

wobei wir verwendet haben, dass das uneigentliche Integral rechts existiert (denn fiir
hinreichend grofle r ist wegen re™™ <172 letzteres eine integrierbare Majorante).

Beispiel 2.9 (Kugelkoordinaten im R?). Wir betrachten die Abbildung
Ry x (0,7) x (0,27) - R3\{(2,0,2) |z >0}
= (r,a, 8) > (rsin(a) cos(B),rsin(a)sin(f), rcos()).
Hier wird (r, o, 8) auf einen Punkt x abgebildet, der den Abstand r vom Ursprung hat, dessen
Verbindung zum Ursprung mit der z-Achse einen Winkel « bildet und die Verbindung des
Ursprungs mit der Projektion von x auf die xy-Ebene einen Winkel 5 mit der z-Achse. (f trifft
alle Punke des R? auBerhalb der positiven zz-Ebene, deren Abschnitte Nullmengen beziiglich
des 3-dimensionalen Jordan-Inhaltes sind.) Die Jacobi-Matrix ist hier gegeben durch

sin(a) cos(B) rcos(a)cos(B) —rsin(a)sin(f)
Dop(r,a, ) = | sin(a)sin(B) rcos(a)sin(B) rsin(a)cos(B)
cos(a) —rsin(a) 0

Damit gilt
det(gf(r, a, ﬂ)) = 2 cos?() sin(a) + r? sin® (@) = r?sin(a) > 0,

(da ace (0,7) und 7 > 0), also ist o ein Diffeomorphismus.
Wir berechnen das Volumen der Kugel B.(0) ¢ R?® mit Radius z um den Ursprung. Es gilt

— z s 27 z 4
A(B.(0 :ﬁ 1d(z, y, =/f/ 2 ddd:4[2d:— 3,
B.0)- [ 1= [0 [T ) dsdadr-an [7rar= e

2.2 Weg- oder Kurvenintegrale

Wegintegrale (oft auch Kurvenintegrale genannt) sind bereits aus der Analysis I bekannt. Da
wir diese im Folgenden héufig benttigen werden, wiederholen wir ein paar wichtige Fakten.

Definition 2.10 (C*-Kurve, wegweise zusammenhiingend). Sei I = [a,b] ein Intervall.

1. CH(1,R?) bezeichne die Menge aller € C*((a,b),R?) mit stetigen Fortsetzungen auf den
Randpunkten von I, d.h. '_y(i)(a) = limy 4 z(i)(t) und z(i)(b) = limthl(i)(t), 0<i<k.
Elemente ~ € CF(I,RY) nennt man C*-Kurven.

2. Eine stetige Kurve v € CO(I,R?) heift stiickweise C*-Kurve, falls es endlich viele Punkte
(7i)o<i<n gibt mit a-= T0<T1 <...<T, =b, so dass die Abschnitte v, = 1|[n-_1m-] ck-
Kurven sind, d.h. v, € Ck([ri-1,m],RY) fiir 1 <i<n.

Eine stiickweise C*-Kurve Y€ CO(I,R?) heifit geschlossen, wenn y(a) =~(b).



2 INTEGRALSATZE 23

3. Sind y € CO(I,R?Y) und Be CO(J,R?) fiir ein weiteres Intervall J = [c,d], so heift 3 eine
Umparametrisierung von 7, falls es ein bijektives ¢ € CY(I,J) gibt mit Bow=7. Falls
¢’ >0, heifit o orientierungserhaltend, falls ¢’ <0, heifit ¢ orientierungsumkehrend.

4. Eine C'-Kurve v heifit nach Bogenléinge parametrisiert, wenn [y/(t)| = 1 fiir alle t € I.

5. Fine Menge A ¢ R? heifit wegweise zusammenhingend, wenn es zu allen z,y € A eine
stiickweise C'-Kurve Y€ C°([a,b], A) gibt mit y(a) =z, y(b) = y. Eine offene, weguweise
zusammenhdngende Menge heifit Gebiet.

Nun wiederholen wir, was wir bereits iiber Ableitungen von Kurven wissen.

Bemerkung 2.11 (Ableitungen von Kurven). Sei A ¢ R? offen, I ein Intervall und
Y€ Cl(I, A) eine C*-Kurve sowie f € C!(A,R), dann gilt*

(fo)' () ={wf(x(t). 7' (1))
Ist auBlerdem J ein Intervall und S € Cl(J, A) eine Umparametrisierung von 7y mit Bop =17
fiir ein p € C1(1,.J), so ist
V(1) = B'(e(®) ¢ (1)
Beispiel 2.12 (Kreislinie). Die C*-Kurve 7 : [0,27] — R?, definiert durch
A(t) = (cos(t).sin(1)).

stellt einen geschlossenen Kreis dar. Dieser ist nach der Bogenldnge parametrisiert, da

I7/(#)] = (= sin(#), cos(t))] = \/sin2(t) + cos2(t) = 1.

Definition 2.13 (Kurvenintegrale). Seien A cR?, f e C°(A,R) und I ein Intervall sowie
Y€ Cl(I,A) eine C*-Kurve. Dann heifst

[ @z [ rG0) 1 o) d
Kurvenintegral erster Art (oder skalares Kurvenintegral). Ist f € CY(A,R?), so heift

J 1@ dz= [{5(0).2/ @)

Kurvenintegral zweiter Art (oder vektorielles Kurvenintegral).
Fiir eine stickweise C'-Kurve 7€ CO(I,A) definiert man analog

n n
[1@dz=Y [ f@ydz b [ f@)de=Y [ f@)-da
X =177 T =177,
*Wir erinnern an die Definition fiir die partiellen Ableitungen: Fiir f € C*(A,R) ist

flz+he) - f(z)
A

D;f(z):= %(g) = }gr(l)

Weiter ist
(if 9f

Ozr1’ " Oxzq

VS

):(D1f7,..,Ddf)

der Gradient von f.
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Bemerkung 2.14 (Integrale iiber geschlossene Kurven). Ist 7 eine geschlossene Kurve,
so schreibt man auch

yg f(z)dz und yg f(2)-de

fiir die Kurvenintegrale erster und zweiter Art. Kurvenintegrale zweiter Art werden auch
,Arbeitsintegral“ genannt, da es sich hier um das Skalarprodukt eines Vektorfeldes, also z.B.
einer Kraft, und einer Ortsverschiebung, also einem Weg, handelt.

Lemma 2.15 (Kurvenintegrale sind invariant gegeniiber Umparametrisierungen).
Sind I = [a,b],J = [c,d] Intervalle und A € RY offen, v € ci(1,A), B e Cl(J,A) C'-Kurven
sowie o =7 fir eine orientierungserhaltende Umparametrisierung ¢ € CY(1,J). Dann gilt
fiir f € CO(A,R) bzuw. fe CO(A,RY)

fﬁf(z)d£=ﬁf(£)d£, [gi(ﬁ)'dizﬁi(ﬁ)‘dﬁ-

Beweis. Wir verwenden die Substitutionsregel (Satz 2.1) und schreiben
[ )18 @1 "8 [ (B I8 (DI ¢ ()ds = [ F(3()) 17/ ()] ds,
S ). @i ™= [(1(3(o()). 8 (o) @' (s)ds = [{£(2(5)).7'() ds.

(Wére ¢ orientierungsumkehrend, wiirde sich wegen ¢(a) = d und ¢(b) = ¢ das Vorzeichen
der Integrale auf der linken Seite genau umdrehen.) O

Beispiel 2.16 (Bogenlinge). Das Integral

fldg
¥

wird als Bogenlinge der Kurve 7 bezeichnet. Diese berechnet man fiir die Kreislinie aus

Beispiel 2.12 als
2 2
fu@:/o ||(—sin(t),cos(t))||dt:/0 1dt = 2.
Y

Von stetigen Funktionen f : R — R ist man gewohnt, dass sie eine Stammfunktion besitzen. Im
Mehrdimensionalen ist dies nicht mehr unbedingt der Fall. Vektorfelder f (d.h. vektorwertige

Funktionen f ), die eine solche Stammfunktion F' besitzen, heilen Gradientenfelder.

Definition 2.17 (Gradientenfeld). Sei A ¢ R? offen. Dann heifit das Vektorfeld f e
C°(A,R?) Gradientenfeld, wenn es ein F € CL(A,R) gibt mit VF = f. Die Funktion I heift
dann Stammfunktion (oder auch Potential) von f.

Beispiel 2.18.
1. Wir betrachten das Vektorfeld f: R\ {0} -» R\ {0}, f(z) = [zp- Fiir 2 # 0 ist

x|

0 0 9 2 2331' ZT;
-_— = —/ +...+ = = .
8$z’ ”Q” 81_2 T1 ‘Td 5 5 ”£H

2 i+ @y

Also ist F: R\ {0} - R~ {0}, F(z) = |z||, eine Stammfunktion von f
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2. Nun schauen wir uns das Vektorfeld f : R? - R?, f(z,y) = (-y,z) an. Wire dieses ein
Gradientenfeld, miisste es eine Funktion F : R? - R geben mit g—i(l’, y) = -y, also wéire
F(z,y) = —yx+g(y) mit geeignetem g : R - R. Dann wére aber %—5(:13, y)=-z+g'(y) +x
fiir jede Funktion g (und x # 0), daher kann f kein Gradientenfeld sein.

Das Integral einer stiickweisen CF-Kurve G C%([a,b],R?) iiber ein Gradientenfeld f hat
sehr schéne Eigenschaften. Ist F Stammfunktion von [, so héingt ein solches Kurvenintegral

nédmlich nur von F(f_y(a)) und F(l(b)) ab.

Satz 2.19 (Wegunabhiingigkeit von Wegintegralen entlang Gradientenfeldern).
Seien A cR? offen, wequweise zusammenhdngend und fe CO(A,Rd). Dann sind dquivalent:

1. [ ist ein Gradientenfeld.

2. Fir jede geschlossene, stickweise C'-Kurve 7 st
§ f(2)-da 0.
v

3. Fiir I = [a,b], J = [c,d] und stiickweise C*-Kurven 3 € C°(I, A) und € C°(J, A) mit
B(a) =v(c) und B(b) =~(d) gilt

fﬁi(z)dz:[vi(g).d&_

Beweis. 1. = 2.: Sei F' € C'(A,R) mit VF = f und v € C°(I, A) stiickweise C' mit I = [a,b].
Dann folgt aus Bemerkung 2.11 und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

() dz- Z[ $@)-de=3 [ (pam) A @)a=3 [ 9rGm).y o)
—Zf (F o)/ (1) di = Y (F(2() - F(a(70)) = F(2(®) - F(a(a)) =0

i=1

2. = 3.: Wir definieren die stiickweise C'-Kurve a € C°([a,b+d - c], A) durch

[a,b+d-c] - A

aiy, B(t), a<t<b,
y(b+d-t), b<t<b+d-c.

Das bedeutet, dass a zunéchst j in iiblicher und danach v in umgekehrter Richtung durchliuft.

Da 8 und 7 nach den Voraussetzungen in 3. gleiche Anfangs- und Endpunkte haben, ist «

geschlossen, und es folgt aus Definition 2.13 und Lemma 2.15, da alfpra-¢] = 7 © ¢ mit
©(t) =b+d—t eine orientierungsumkehrende Umparametrisierung ist,

0= ygf(x) dx—f[ab] flz)- d:c+—/[bb+dc f(zx)- dx—/f(x dx - ff(x

3. = 1.: Ziel ist es, eine Stammfunktion von f anzugeben. Hierzu sei z € A beliebig, aber fest,
und [ = [a,b] Fiir z € Aseiy ¢ CO(I, A) eine stiickweise C'-Kurve mit v, (a) =z (b) =z
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(diese existiert fiir alle z € A, da A nach Voraussetzung wegweise zusammenhéngend ist). Wir
definieren

F(z) = f F(y)-dy

und bemerken, dass F' wohldefiniert ist, da F(x) nach der Voraussetzung in 3. von 7, nur
iiber den Endpunkt x der Kurve abhéngt (und nicht von der Wahl des Weges von z nach z).
Es bleibt zu zeigen, dass VF = f, also F' eine Stammfunktion von fist. Fiir 1<j<dundze A
betrachten wir 7, € C°([a,b],A) und Varhe, € C%([a,b+1],A), so dass Vaehe, (t) = lg(t) fiir
a<t<bund 1g+h;j (t)=x+ h(t—b)gj, b <t <b+1. Das bedeutet, dass ’_y£+h§j zunéchst entlang
7, von z bis z verlauft und von dort dann ein Stiick weit parallel zur j-ten Koordinatenachse.
(Da A offen und z € A, ist auch z + he ; € A fiir geniigend kleines h € R.) Insbesondere ist auch
zyhgj stiickweise C', und es gilt

F(z+he;)-F(z) 1
(L

b+1 N
hf Fla+h(t-b)e,),h )dt=[b Fi(z+ h(t-be,) dt 225 fi(),
woraus die Behauptung folgt. O

Um zu priifen, ob ein gegebenes Vektorfeld ein Gradientenfeld ist, geben wir nun noch ein
notwendiges und ein hinreichendes Kriterium an.

Korollar 2.20 (Rotationsfreiheit von Gradientenfeldern). Seien A ¢ R? offen und
fe CY(A,RY) ein Gradientenfeld. Dann gilt

Ofi _9f;
ax]‘ 81’1"

Beweis. Fiir eine Stammfunktion I € C?(A,R) von [ impliziert der Satz von Schwartz

af: o OF a 8F of;

oz, ) = 5 o o5, % = 5, (D O

Da f aus Beispiel 2.18 2. die Bedingung aus Korollar 2.20 nicht erfiillt (‘9};1 =-1% ‘9f2 =1),
haben wir einen alternativen Beweis dafiir, dass f kein Gradientenfeld sein kann.

Proposition 2.21 (Hinreichende Bedingung fiir Gradientenfelder). Sei A ¢ R?
sternférmig, d.h. es gibt ein z € A (das Zentrum von A), so dass z +t(z —z) € A fiir alle
zeAundtel0,1]. Sei fe C'(A,R?) ein Vektorfeld mit

0fi _9f;
8.%']' 83:{

,j=1,...,d.
Dann ist | ein Gradientenfeld mit Stammfunktion

F)= [ (fe+ta-2)2-z)dr
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Beweis. Die Voraussetzungen erlauben, Integration und Ableitung zu vertauschen, daher gilt

r d
e [ e )

- [ Gt z>>+t2 2= 2)) - (a;— z) di

f Filz+t(z- z))+tz ) dt

_]0- dt(th(Zth(x Z)))dt—fz(x) 0- fi(z) = fi(z)

fiir alle 1 < ¢ < d, und die Behauptung ist gezeigt. O

2.3 Oberflichenintegrale

Bislang kénnen wir — mit Indikatorfunktionen f(z) = 14(z) als Integranden — d-dimensionale
Volumina von Jordan-messbaren Mengen A ¢ R? berechnen sowie Lingen von Kurven. Man
kann sich — dhnlich wie im letzten Kapitel — aber auch eine komplizierter geformte Oberfliche
eines Objektes im R vorstellen, fiir die man ebenfalls einen Flicheninhalt berechnen méchte.
In der allgemeinen Theorie behandelt man dazu R°-dimensionale Untermannigfaltigeiten des
R? fiir 1 < ¢ < d. Wir wollen jedoch nur den anschaulichen Fall ¢ = 2 und d = 3, also eine
Fliche im R?, behandeln. Um die Notation innerhalb dieses Abschnitts etwas iibersichtlicher
zu halten, setzen wir fiir f € C'(A,R) bzw. g € C'(A,R?) mit A c R? offen

of _ ( g1 Oga )

bzw.

fmi =

Bemerkung 2.22 (Gramsche Determinante und Kreuzprodukt). Seien Q = [0,1]?,
é € R3*? eine Matrix mit Spaltenvektoren z, Y€ R3 und S = éQ das von z und y aufgespannte

Parallelogramm im R3.
1. Fiir den (zweidimensionalen) Flécheninhalt A\2(S) von S gilt wie in Bemerkung 2.3

osteael =12 (- Prstes? s Dot 1er?)

X2 (8)? = |z]?-
H |2 ||

|z H2

2
= lz)*ly)* - {x, »)*.

Andererseits ist

cer(a’) =er ()4 ) < el o

z,y)  lyl®

)\2(5) = \/det(éTé).

L2Y3 — Y223
L XY= | T3Y1 — Y3l

T1Y2 — Y122

also gilt

2. Firz,ye R3 ist bekannterweise
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das Kreuzprodukt der beiden Vektoren. Fiir dieses gilt

sowie

|z x y[? = (z2ys — yox3)* + (2351 — y321)” + (21Y2 — Y172)°
= (2 + 23+ 23) (45 +y3 +y3)
— (2T} + 23Y3 + 23y3) — 2(T2Y3y203 + TIY1Y3T1 + T1Y2y1T2)
= [z*y)® - (2, y)* = X2(S5)*.

Der Vektor z x y steht also senkrecht auf z und y senkrecht, und seine Lénge entspricht
der Fléche des von z und y aufgespannten Paralellogramms S. Weiter ist bekannt, dass
z,y,x x y ein Rechissystem bilden.

Nach diesen Voriiberlegungen miissen wir zunéchst allgemeiner definieren, was genau eine
Fliche im R? {iberhaupt sein soll. Hierfiir gibt es verschiedene Moglichkeiten, von denen wir
die wéhlen, die der bei Kurven am &hnlichsten ist.

Definition 2.23 (Flichenstiick im R?).

1. Sei B < R? ein Gebiet und k€ CH(B,R?). Gilt rg(Dx(u,v)) =2 fir alle (u,v) € B (d.h.
Dk(u,v) hat vollen Rang), so heifit k(B) ein Flichenstiick mit Parameterdarstellung
k. Ist k ein Homdomorphismus (d.h. bijektiv und k™' : k(B) — B ist ebenfalls stetig),
so heift die Parameterdarstellung auch Einbettung.

2. Seien Fi,...,F, Flichenstiicke. Dann heifit F := Fy U ...U F,, eine Flache.

3. Eine differenzierbare, bijektive Abbildung ¢ : B - C, wobei C' ¢ R? ebenfalls ein Gebiet
ist, heiffit Parametertransformation. Gilt det(gg(g)) > 0 fiir alle x € B, so heif$t sie
zuliissig. Buistiert zu Parameterdarstellungen r € C*(B,R3) und v € C'(C,R?) eines
Flichenstickes I' eine zuldssige Parametertransformation ¢ € C%(B,C) mit k=vo 2
so heiffen k und v dquivalent. Insbesondere ist dann F = k(B) =v(C).

Bemerkung 2.24 (Einbettungen derselben Fliche sind dquivalent). Ohne Beweis
bemerken wir: Seien B, C' ¢ R? Gebiete, x € C'(B,R3) und v € C}(C,R?) zwei Einbettungen
eines Flidchenstiickes F' = k(B) = v(C). Dann sind s und v dquivalent. Es gibt sogar eine
stetig differenzierbare zuldssige Parametertransformation ¢ € C YB,C)mit k=vo .

Beispiel 2.25 (Graph einer Funktion, Kugeloberfléiche).

1. Sei B ¢ R? cin Gebiet. Am einfachsten ist es, sich ein Flichenstiick als Graph einer
Funktion g : B — R vorzustellen. Hierzu w#hlt man x(u,v) := (u,v, g(u,v)), dann ist

1 0
rg(&(u,v)) =1g 0 1 =2.
gu(u,v)  go(u,v)
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Auflerdem ist k eine Einbettung. Fiir weitere Beispiele berechnen wir
L+ gu(u,0)®  gu(u,0)g0(u, )
det(Dr(u,v)" Ds(u,v)) = det UL uAT EIIURTD
(__( ) __( )) ((gu(uav)g’v(uvv) 1 +g’0(u7’u)2
=1+ gu(u,v)? + gy (u,v)%

2. Wir wollen nun die Oberfliche einer Halbkugel mit Radius » um den Ursprung para-
metrisieren. Hierzu wéhlen wir

" {B = (0,2) x (0,27) —R3
= (e, B8) > (rsin(a) cos(B), rsin(a) sin(B), r cos(a)) |
Fiir 0 << 3 gilt
rcos(a) cos(fB) —rsin(a)sin(B)
rg(&(a, B)) =rg|| rcos(a)sin(8) rsin(a)cos(B) ||=2.

—rsin(a) 0
Eine andere Parametrisierung ist
C:={(u,v) |u?+v?<r?} —R3
v: )
(u,v) > (u,v,\/TQ—UQ—v2)

Es ist

(a,8) =~ (r sin(a) cos(3),rsin(«) sin(B))

eine zuldssige Umparametrisierung, da

B rcos(a) cos(f) —rsin(a)sin(f)
det(gf(a,ﬁ)) = det ((r cos(a)sin(fB)  rsin(a)cos(f) ))

= r2sin(a) cos(a)(cosQ(ﬁ) + sinQ(ﬁ)) = r2sin(a) cos(a) > 0
(beachte 0 < o < 7). Weiter gilt
rsin(a) cos(f)
_( aﬁ) = TSin(a) SID(B) = ﬁ(av B))

rcos(a)

{B ~C
p:

d.h. £ und v sind dquivalent.

Definition 2.26 (Tangentialebene, Einheits-Normalenfeld). Sei F' ¢ R? eine Fliche.
Ist B R? ein Gebiet und k: B — R? eine Einbettung eines Flichenstiickes E = k(B) € F, so
sind fiir (u,v) € B die Vektoren k, (u,v),k,(u,v) linear unabhingig. Wir nennen

Ty = {ﬁ(u, v) + sk, (u,v) +te, (u,v) | s,t € ]R}
Tangentialebene von F in x := k(u,v). Weiter bezeichnet n, definiert durch
B - R3

das Einheits-Normalenfeld von E. Ist n stetig auf F', d.h. ldsst sich n stetig auf alle Fldchen-
stiicke von F fortsetzen, so heifit (F,n) orientierte Fliche.
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Bemerkung 2.27 (Wohldefiniertheit des Einheits-Normalenfeldes).
1. Nach Bemerkung 2.22 ist

Hﬁu X E’U “ = \V/ det(&-r&)

2. Wir zeigen noch, dass das Einheits-Normalenfeld unabhingig (bis auf das Vorzeichen)
von der Einbettung von F ist. Sei dazu v € C'(C,R3) eine weitere Einbettung von F.
Nach Bemerkung 2.24 gibt es ein p € CY(B,C) mit k=vo . Dann ist

Dri(u,v) = Dr(p(u,v)) - De(u,v),

d.h. K, (u,v),k,(u,v) € span(v, (¢(u,v)),v,(p(u,v))). Daraus folgt, dass die Tangen-
tialebene von F in k(u,v) = v(e(u,v)) unabhingig von der Einbettung ist. Weiter
bemerken wir, dass es zwei Vektoren der Linge 1 gibt, die senkrecht auf der Tangen-
tialebene stehen, und die sich nur durch ihr Vorzeichen unterscheiden. Ist ¢ zuléssig, so
sind die von k£ und v erzeugten Einheits-Normalenvektoren identisch, andernfalls dreht
sich das Vorzeichen beim Ubergang von s zu v um. (Letzteres beweisen wir hier nicht.)

Beispiel 2.28 (Kugeloberfliche). Wir berechnen die Tangentialvektoren und das Einheits-
Normalenfeld der Kugeloberfliche mit Mittelpunkt 0 (Ursprung) und Radius 7. Sei also & :
B - R3 wie in Beispiel 2.25, dann gilt fiir (a,8) € B und s(«, ) = (2,9, 2), dass

r cos(a) cos(B) —rsin(«) sin(3)
o (o, B) x kg, B) = | rcos(a) sin(B) | x | rsin(a)cos(B)

—rsin(a) 0

sin?(a) cos(B) z
=7*| sin?(a)sin(B) | = rsin(a) | y |,

sin(a) cos(«) z

also ist |k, (o, B) x kg, B)| = r?sin(a) und somit n(z) = %g das Einheits-Normalenfeld.
Nun koénnen wir Oberflichenintegrale definieren. Dies geschieht analog zu Wegintegralen.
Definition 2.29 (Oberflichenintegrale). Seien A ¢ R? offen, f € C°(A,R), B c R? offen
und k € C1(B, A) eine Einbettung des Flichenstiickes F = k(B). Dann heift

[ @z [ o) I, (w,0) %, (0, 0)] d(u,0)
Oberfléchenintegral erster Art. Ist [ € CO(A,R3), so heifit

J A dai= [ (FGaC0)).5,(0.0) % 5, (. 0) )

Oberflachenintegral zweiter Art.
Bemerkung 2.30.

1. Das Oberflichenintegral erster Art kann aufgefasst werden als das Gewicht der Fldche
F = k(B), die die Dichteverteilung f hat. Das Oberflichenintegral zweiter Art entspricht
dem mittleren Fluss des Vektorfeldes f durch (d.h. in senkrechter Richtung) die Fldche
F. Deshalb heifien Oberflichenintegrale zweiter Art auch Flussintegrale.
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2. Beim Oberflichenintegral erster Art entspricht die Norm des Kreuzproduktes der Tan-
gentialvektoren ||k, (u,v) x K, (u,v)| = \/det(&T(u,v)&(u,v)) der Fliche des von
£, (u,v) und K, (u,v) aufgespannten Parallelogramms. Demnach ist die Definition des
Oberflichenintegrals erster Art analog zur rechten Seite im Transformationssatz 2.7.

3. Beim Oberflichenintegral zweiter Art kénnen wir mit dem Einheits-Normalenfeld n aus
Definition 2.26 auch schreiben

J Ay -dr= [ (£Gs0)). (0 0)) i, (n.0) <15, () d0) = [ (). 0()) da

4. Manchmal schreibt man fiir Oberflichenintegrale auch

Jt@ar= [ f@dz. [ j@dr= [ @) da

mit n aus Definition 2.26 ist. Dies ist wegen Lemma 2.31 unten gerechtfertigt.

5. Ist die Fliche F' geschlossen (d.h. sie hat keine Kanten und teilt den umgebenden Raum
in einen inneren und einen dufleren Teil), so schreibt man auch

1w ff j@d

fiir die Oberflichenintegrale erster und zweiter Art.

Lemma 2.31 (Oberflichenintegrale sind invariant gegeniiber Umparametrisierun-
gen). Seien B,C € R? offen, k€ C1(B,R3), v e C1(C,R3) Einbettungen eines Flichenstiickes
F:=k(B)=v(C) und ¢ € Cl(B,C) eine zulissige Parametertransformation mit x = v o ®.
Dann gilt fir F € AcR3 offen und f € C°(A,R)

[r@dz= [ j(@)da
Fiir f e CO(A,R3) gilt analog

fﬁi<£)~dz=fzi(£).d£

Beweis. Aus Bemerkung 2.22 folgt, zusammen mit Dr(u,v) = Dv(p(u,v))Dp(u,v)),

15, (1 0) % 15, (u, 0)| = \/det(Drs(u, v)T Drs(u, v))
= \/det(De(u, v) T Du(p(u,v))T Du(p(u,v)) Dp(u,v))

= \/det(gf(u, v)7) det(g(f(u, v))" D (p(u, v))) det(gf(u, v))
= [det(Dep(u, v))| - [, (p(u,v)) x v, (p(u,v))].

Daraus erhéilt man mit dem Transformationssatz 2.7
S F@ydz= [ Fsn0) s, (.0) < 5, (. 0) (o, 0)
= /B Fu(p(u,v))) | det(Dp(u,v))] - |1, (p(u,v)) x v, (@(u, v)) | d(u, v)
s Jo T8 D) | (5.9) x (20| d(2.0) = [ f(&)d
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womit die Aussage fiir das skalare Oberflichenintegral gezeigt ist. Fiir das Oberflicheninte-
gral zweiter Art erinnern wir uns zunéchst, dass nach Bemerkung 2.27 2. der Einheits-Nor-
malenvektor invariant gegeniiber zuléssigen Umparametrisierungen ist, d.h.

By (u,0) x B, (u,0) v, (p(u,0)) x v, (9(u,v))

5, (,0) %t (u, 0) [ iz, (0(w, 0)) % 2 (0, 0)) |

Deshalb gilt, erneut wegen des Transformationssatzes,
[ 1@ -dz= [ (Fa(w,0). 5, (0,0) % s, (0,0)) ()
7 = [ {5 00)), 2, (o, 0)) x 2, (s 0)) [ det(Dip(,0)) ()
= AL 0.9)). 238 0) 3 (5.9)) (3. 5) = [ f(x) - da
O

Beispiel 2.32 (Oberfliche der Kugel, Oberflichenintegral erster Art). Wir berech-
nen die Oberflache einer Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius » und verwenden dazu unsere
Ergebnisse aus den Beispielen 2.25 und 2.28. Mit v : C := {(u,v) € R? | u? + v? < r?} - R3,
gegeben durch v(u,v) = (u,v,Vr2 —u2 —v?) aus Beispiel 2.25, ist zunichst nach 2.25 1.

u2 ’U2 7,,2

-
det(@(u,v) Q(u,v)) =1+ r2 —y2 -2 * r2 — 2 -2 - r2

—uZ -2
Daraus berechnen wir mit Hilfe des Transformationssatzes und Polarkoordinaten, d.h.

. {(O,r) x(0,21) —->C

= (s, ) - (scos(a), ssin(a))’

und unter Beachtung von |v, x v, | = \/det(&(u,v)Tg(u,v)) (vgl. Bemerkungen 2.27 1.
und 2.22) die Oberfliche

r rormoors
s =—4nrvr? - g2 |g=47rr2.

4 Toors d
- [0 N
(Man beachte, dass bei der obigen Integration nur eine Jordan-Nullmenge von 0B, (0) aus-
gelassen wird, ndmlich der Schnitt von 0B,(0) mit der z-y-Ebene.) Auch die alternative
Parametrisierung (o, 8) = (rsin(a) cos(B3), rsin(a) sin(3), r cos(B3)) auf B := (0, 5) x (0,27)
l&sst sich natiirlich zur Berechnung der Flidche verwenden. In Beispiel 2.28 haben wir bereits
gesehen, dass

H/ia(aa /8) x ﬁﬁ(av B) ” = 72 sin(a)

gilt und damit

5 o 3
AN0B,(0)) =2 [ ldz =2 _[0 [0 r?sin(a) dB dov = 4772 [0 sin(a) da = 4mr?,

Damit haben wir die Kugeloberfliche auf zwei verschiedene Arten und Weisen bestimmt.
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Beispiel 2.33 (Oberflichenintegral zweiter Art). Wir berechnen den Fluss des Vektor-
feldes f(x,y,2) = (v,y+2,2) durch die Fliche F = {(x,y,2) | 2 = 4—2%—y2 z>0}. Zunichst
parametrisieren wir F' mittels

{BQ(O) — R2

(u,v) ~ (u,v,4-u?-0%)"
Mit
1 0 2u
ﬁu(uvv) = 0 ) ﬁv(uvv) = 1 ’ ﬁu(uﬂ}) X Ev(uvv) =|2v
—2u —2v 1

berechnen wir mit Hilfe des Transformationssatzes

U 2u
flz -dgz[ < d+v-u?-v?],| 20 )du,v
-/ﬁ_() B2(0) 4—y?_o? 1 (u,0)

/ /27f< 4+rsm(o;)—7“ .| 2rsin(«) >?”dozdr

rcos(a) ) 2r cos(a)
1
- /0 /0 7T((4 —r3)2rsin(a) + (4 + r2)) rdadr = /02 om(4r +13) dr = 247.

2.4 Der Satz von Gauf}

Der Satz von Gauf} ist das mehrdimensionale Analogon des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung (siehe dazu auch Bemerkung 2.42). Er beschéftigt sich mit der Divergenz ei-
nes Vektorfeldes, die wir nun etwas genauer beleuchten wollen. In diesem Abschnitt verwenden
wir manchmal ein allgemeines d (die Dimension des Raumes), und manchmal d = 3.

Definition 2.34 (Divergenz). Sei A c R? ein Gebiet. Fiir f e C'(A,RY) ist

of O

divf:=(V, f) = Dy Dy

die Divergenz von f.

Aus der Analysis II ist bekannt, dass fiir ein f € C'(R% R) der Gradient Vf an jedem Punkt
die Richtung des grofiten Anstieges von f angibt. Wir kommen nun zur Interpretation der
Divergenz eines Vektorfeldes.

Bemerkung 2.35 (Interpretation der Divergenz). Sei d = 3 und f ein Vektorfeld. Wir
betrachten einen Punkt y und ein ihn umgebendes (kleines) Volumenelement A ¢ R3 mit
Rand OA, der hier einer Fliche im R? entspricht. Sei n das Einheits-Normalenfeld von JA.

Dann bezeichnet 1

T ot @ @) de

den gemittelten Fluss des Vektorfeldes iiber den Rand 0 A in Normalenrichtung, also senkrecht
auf JA. Falls diese Grofe bei Betrachtung immer kleinerer Volumina A 5 y, d.h. fiir A(4) - 0,
konvergiert, heifit der erhaltene Grenzwert Quelldichte des Vektorfeldes f in y.
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Sei etwa A = x&,[y;,y; + h] ein Wiirfel mit Eckpunkt y und Kantenlinge h. Der Rand 0A
wird hier von den Wiirfelseiten gebildet, die jeweils senkrecht zu einer Koordinatenachse
stehen. Die Seitenfliichen A!, und A%, die senkrecht zur i-ten Koordinatenachse stehen, erhlt
man durch Fixierung der ¢-ten Koordinate auf den Minimalwert y; bzw. den Maximalwert
yi +h, dh. AL, = {(21,.. . 21, Y0, Tis1, - 2q) |z € AY = {(z_;, %) | ©_; € A_;} und analog
A2, ={(z_;,yi+h) | z_; € A_;}. Da die i-te Koordinatenachse senkrecht auf A!, und A?; steht,
ist der (duflere) Einheits-Normalenvektor auf diesen Fléchenstiicken gerade ¥e; und damit der
Gesamtfluss von f durch JA in der i-ten Koordinatenrichtung gegeben durch

fA (f(z_pyi+h) = f(z_;9i),e)dz_;

-1

(man kann das auch als ,,Nettoabfluss durch Azi minus Nettozufluss durch Al “ lesen). Fiir
fe C'(A,RY) und passend gewihlte 2’ € A_; folgt dann durch (induktive) Anwendung des

Mittelwertsatzes der Integralrechnung

1 d
SO0 @@= 55 [ (1 h) - fa) e e
d
=h1 Z;(f(:v_z,yﬁh) @ yi).e) - b
d
:Z f( z7yl+h) f’L( —17%) h—0 Z afl (y) lef(y)

h i= 1

~
Il
—_

Bevor wir zum Satz von Gaufl kommen, behandeln wir einfache Spezialfille.
Proposition 2.36 (Partielle Integration). Sei A ¢ R? offen und Jordan-messbar.
1. Fir f e CL(A,R?) gilt®
[A divf(z)dz = 0.

2. Fiir f eCL(A,R) und g € C*(A,R) gilt
[ (9f@). @) da =~ [ f(2) Ag(a) da,
wobei Ag = divvg =(V,Vg) = X%, % (A heifst Laplace-Operator ).
Beweis. 1. Fiir einen Quader @ 2 A ist nach Definition 1.31 f4 € C}(Q,R?), daher geniigt es,

die Aussage fiir Quader zu zeigen. Sei also Q = (a1,b1) x ... x (ag,bg) und f € C}(Q,R%). Wir
schreiben dann fiir j = 1,...,d mit Hilfe des Satzes von Fubini (Satz 1.14)

of; b; Of;
an—é(z)dzzfQj faj %;(z)dwjdz_j:fczj fi(@_;,05) - fi(z_j,a;) dz_; =0

=0 =0

Summation iiber j auf beiden Seiten liefert die Aussage.

5i € CL(A,R?) bedeutet, dass fe C'(A,RY) gilt und alle f; einen kompakten Triger innerhalb von A haben,
d.h. supp(f;) = {z e RY| f;(z) 20} € A fiir 1 <i < d. Analog ist f € C2(A,R) definiert.
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2. Ahnlich wie in 1. erhélt man mit partieller Integration

8:5]( (a;)d = / fjj g:;f] :vg (z)dz;dz_;
- /A [f(x) - (z) 2j=bj ) fajbj () %(g) dxj] dz_;

/ / (ﬂz) (:c) dzjdz = - / f(gg) (x) da.

Summation iiber j ergibt dann wie oben die Behauptung. O

-J

Wir miissen nun noch etwas genauer spezifizieren, in welchen Féllen der Satz von Gauf} gelten
kann.

Definition 2.37 (Regulidre und singulire Randpunkte, C'-Polyeder). Sei A ¢ R?
offen. Ein Punkt x € OA heifit regulir, wenn es eine offene Umgebung U € R von z und
h e CL(U,R) gibt, so dass Vh(z) # 0 fiir alle z € U und AnU = {h <0} gilt. OrA bezeichne
die Menge der reguliren Randpunkte, und 0sA := 0A \~ OrA ist der singuldre Rand von A.
Ferner heifit A ein C'-Polyeder, wenn 0gA eine 2-dimensionale Jordan-Nullmenge ist.

Beispiel 2.38 (Der Quader als C!-Polyeder). Jeder Quader @ = (a1, b1)x (a2, b2)x (a3, b3)
ist ein C!-Polyeder, denn: Fiir (by,y, 2) € 0Q mit y € (az,b2), z € (a3, b3) wihle h(z,y, 2) = z—b;
in einer kleinen Umgebung U von (b1,y,2). Dann ist Q nU = {h < 0} und h € C*(U,R) mit
Vh =(1,0,0) # 0. Damit sieht man, dass Or(@ aus den (offenen) Seitenflichen des Quaders
besteht. Der singulére Rand entspricht dann den Kanten und Ecken des Quaders, die jedoch
eine 2-dimensionale Jordan-Nullmenge bilden.

Bemerkung 2.39. Ohne Beweis bemerken wir, dass sich der Rand eines C!'-Polyeders ,,gut*
verhilt: Sei A € R? ein C'-Polyeder mit regulirem Rand OrA. Dann gibt es auf dgpA genau
ein Einheits-Normalenfeld n derart, dass es fiir jedes x € OrA ein tg gibt, so dass fiir 0 < t < g
gilt z +tn(x) ¢ A. Dieses Normalenfeld heifit duferes Einheits-Normalenfeld.

Beispiel 2.40 (AuBeres Einheits-Normalenfeld bei Graphen). Scien U ¢ R? offen,
g e CYU,R) und A = {(u,v,2) e R | 2z < g(u,v), (u,v) € U}. Dann ist die obere Randfliche
DA = {(u,v,g(u,v)) | (u,v) €U}, d.h. £: U - R3, (u,v) = (u,v,g(u,v)) ist eine Einbettung
von JA mit k, (u,v) = (1,0, gu(u,v)), £,(u,v) = (0,1, gy(u,v)). Damit ist n mit

(u’v) Xﬁv(uvv) _ 1 (—gu(u,v))

(0 0) %y 0)] - i gmo e ana oz | 0

ﬂoﬁ:U—)Rg, n(k(u,v)) = m

das duflere Einheits-Normalenfeld, denn: Nach Definition 2.26 ist nok ein Einheits-Normalen-
feld. Wir betrachten (u,v,g(u,v)) + ty/1 + gu(u,v)? + gy (u,v)2 n(k(u,v)) = (u(t),v(t), 2(t))
mit

u(t) =u—tgy(u,v), v(t) =v —tgy(u,v), z(t) = g(u,v) +t.
Dann gilt (innere Ableitungen beachten!)
d
a(z(t) - g(u(t), v(t))‘tzo =1+ gu(u, U)2 + gv(u,v)2 > 0.

Daraus folgt nun fiir kleine ¢ > 0, dass z(t) > g(u(t),v(t)) und damit (u,v, z) +tn(k(u,v)) ¢ A,
und die Behauptung ist gezeigt.
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Satz 2.41 (Der Satz von Gauf}). Sei A R? ein C-Polyeder mit duferem Einheits-Nor-
malenfeld n, B2 A offen und f € CY(B,R3). Dann gilt

Javi@dz= [ f@)dz= [ f(e)-de

Bemerkung 2.42 (Der Satz von Gauf fiir d # 3). Der Satz von Gauf§ gilt ebenso fiir
allgemeine Dimensionen d. (Wir haben hier allerdings das Integral auf Untermannigfaltigkei-
ten nur fiir Kurven und Oberflichen definiert, so dass wir fiir d > 3 nicht die notwendigen
Voraussetzungen haben, ihn zu formulieren.) Man kann den C!-Polyeder auch abgeschlossen
wiihlen, denn dann &dndert man das Integral auf der linken Seite nur auf einer Nullmenge.
Fiir d = 2 sei A € R? ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand A, der durch die
geschlossene, stiickweise C!-Kurve v : [a,b] - R? parametrisiert wird. AuBerdem gelte fiir das
duflere Einheits-Normalenfeld B

n((0)) - n(y' (1))

I @)

(damit liegt A links von 0A). Dann gilt nach dem Satz von Gauf

Jtvt@dz= [ p@ie= [ (5@ n@)dz=3 [ {160)00/O)d

Man beachte, dass das letzte Integral nicht das Kurvenintegral zweiter Art des Vektorfeldes
f tiber v ist, da hier senkrecht zu v integriert wird!

Fir d = 1, A = (a,b) € R und stetig differenzierbares f : B - R mit B 2 A offen entspricht
divf(z) = f'(z), und A = {a,b}. Die dufere ,Normalenrichtung“ im Punkt b ist dann +1
und in a entsprechend —1. In diesem Fall lautet der Satz von Gaufl

fabf’(:c)dasz fAdivf(a:) dz = faA@i@ dz = £(b) - f(a)

und entspricht gerade dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Bemerkung 2.43 (Gauf’scher Integralsatz auf Quadern). Ist A = (a,b) € R? ein Qua-
der, kann man den Satz von Gauf} recht elementar beweisen: Ist N die Menge der Kanten von
A, so ist das duflere Einheits-Normalenfeld gegeben durch (vgl. auch Bemerkung 2.35)

mit Q(IL’,Z/) = (yv_x)

0A > R3
0

=)

z = (21,22,23) = 1{-¢;,

falls x € N,
falls x ¢ N, x; = a;,
falls x ¢ N,x; = b;.

I3

gia

Dann erhélt man direkt mit Hilfe des Satzes von Fubini (Satz 1.14) und des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

/Adivi(g)dg:g[AZﬁi(@)dzzgﬁ_i -[a:’i gi:(g)d:mdz_z

3 3
=2 [, Faab) - Rapede =3 [ (@) (@) de

= /8A<i(£)7@(£)) dz = /Mi(z) ~dz.
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Beweisskizze von Satz 2.41. Wir beweisen hier nur den Spezialfall, dass A einen glatten Rand
hat und von der Form A = {(u,v,2) | a < z < g(u,v)} ist mit g € C'(U, (a,b)) und einem
Gebiet U € R?. Weiter sei f(z) = 0 fiir 3 = a oder (z1,22) € OU. Dann ist x: U — R3, (u,v) ~
(u,v,g(u,v)) eine Einbettung von dAn { f #0} (allgemeiner kann man zeigen, dass sich jeder
C!-Polyeder so zerlegen lisst, dass man nur Zerlegungsteile betrachten muss, die — ggf. nach
Umnummerierung der Koordinaten — die obige Form haben; Summation iiber alle diese Teile
liefert dann die Behauptung). Wir zeigen zunéchst

- [ g 0) Py o), k=1,
()déU— —Lfg(u,v,g(u,v))%(u,v)d(u,v), k=2, (*)
Lfg(u,v,g(u,v))d(u,v), k=3.

Fiir k£ = 3 folgt dies genau wie in Bemerkung 2.43 mit

g(u,v)
gf viz- [ [ 5f3 2)drgd(wr,z) = [ faluv,9(u,0)) d(uv).

da nach obiger Voraussetzung f(u,v, a) =0.
Fiir k£ = 1 wihlen wir eine Funktion 7. € C1(R,[0,1]) mit

0 firzx>e,
ne () :{ ..

8fk

1 fir z < -=.

Dann gilt mit partieller Integration (zuerst nach x1, dann nach z3) wie im Beweis von Pro-
position 2.36

anfl (w)dar—hm/ a—(x)ne(xg—g(wl,wg))dx

oz

tiny [ @) = o 0)) 5 1,m2)

. o0f1 dg
=~ lim e “(2)ne(as— g (961,962))—(9017962)6530

:_L(fag(uv) gfl (u, v $3)dx3) u(u,v)d(u,v)

—Lfl(u,v,g(u,v))a(u,v)d(u,v).

Der Fall k£ = 2 folgt ganz analog. Damit ist (x) gezeigt. Nun folgt die Aussage mit n aus
Beispiel 2.40 wegen

A/,
[lef(:L‘)d:E—kEl[ k(x)d:c

= -[U f3 u,v,g(u,v)) - fl(uavag(uav))gu(uvv) - fQ(u7v7g(u7v))gU(uav) d(uav)
= f[]@(ﬁ(%“))v@(ﬁ(“’ NV +9u(u,0)? + 9o (u,0)2 d(u, v)

=faAi(£)-dz- —
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Beispiel 2.44 (Umfang und Fliche eines Kreises). Wir verwenden den Satz von Gauf3
in Dimension d = 2 aus Bemerkung 2.42, um einen Zusammenhang zwischen Kreisumfang
und Kreisfliche zu erhalten. Sei hierzu A = B,.(0) die (offene) Kreisscheibe mit Radius » um
den Ursprung. Betrachtet man das Vektorfeld f(x,y) = (5,%), so ist [, divf(z)dz = [, 1dz
die Fliche des Kreises, also mr2. Andererseits ist mit y(t) = (rcos(t), rsin(t)) fiir ¢ € (0,27)
die rechte Seite im Satz von Gaufl wegen 7'(t) = (-r sin(t), r cos(t))

21 [[rcos(t)) (rcos(t) 1 o ~
_[aAi(I)'dz—[O §<(Tsin(t))’(rsin(t))) dt—E_/O r2dt = mr.

Beispiel 2.45 (Fluss eines Vektorfeldes entlang eines Quaders). Wir berechnen den

Fluss des Vektorfeldes
Tz
flzy,2) = yz
z? +y?

durch die Oberfliche des Quaders @ = (0,a) x (0,b) x (0,¢), d.h. das Integral

faQi(&)-dz-

Nach dem Satz von Gauf} ist dies identisch zu
fQ divf(z)dx = fQ(z +2)d(z,y,z) = abc?.

Die direkte Berechnung des Oberflichenintegrales ist etwas aufwéndiger, da der Quader sechs
Seiten hat. Wir teilen den Rand entsprechend auf in 0Q) = A; u...uU Ag mit

Ap:={0} x[0,b] x [0, ], Ay ={a} x[0,b] x [0, c],
Az :=[0,a] x {0} x [0, ¢], Ay =10,a] x {b} x [0, c],
As :=[0,a] x [0,b] x {0}, Ag =[0,a] x [0,b] x {c},

fir die Seitenflichen des Quaders. Wir berechnen mit den jeweiligen Normalenvektoren

[0 (-1
Ali(z)-d£=fobfo<y§),(8

Y

az
yz )
a? + 42

1

0

0
Tz 0
01],]-1 >dzdx=0,
x? 0

0

1

0

2% + b2

dzdy =0,

—_—

z? + 92 -1
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b Tc 0

a 1

f f(&)-drf f < yc |,10 )dydw:—(a?’bwb?’),
Ag = 0o Jo x2+y2 1 3

und die Summe aller Integrale ist wieder abc?, wie oben.

2.5 Der Satz von Stokes

Wir beweisen nun mit Hilfe des Gauf3’schen Satzes den Satz von Stokes, der eine Verbindung
zwischen Oberflachenintegralen und Wegintegralen (zweiter Art) herstellt. Dieser Satz gilt
auch allgemeiner, dann allerdings bendtigt man zu dessen Formulierung Differentialformen, die
wir hier nicht behandeln wollen. Wahrend beim Gauf3’schen Integralsatz die skalare Divergenz
eines Vektorfeldes im Mittelpunkt steht, ist dies beim Satz von Stokes die Rotation eines
Vektorfeldes, was (zumindest fiir d = 3) wiederum ein Vektorfeld ist.

Definition 2.46 (Rotation).
1. Sei A cR? offen und fe C1(A,R?). Dann ist

0 0
roti:=ZXi:=a—afj—a—£=D1f2—D2f1

die Rotation von i .

2. Sei ACR? offen und fe C1(A,R?). Dann ist die Rotation von [ gegeben durch

Dy f3 = D3 fa,
rot f:=V x fi=|Dsf1 - D1fs,
D fa - Dy fy

Bemerkung 2.47 (Rotation und Gradientenfelder). In Korollar 2.20 und Propositi-
on 2.21 haben wir bereits festgestellt: Ein auf einem sternférmigen Gebiet definiertes Vektor-
feld f ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn es rotationsfrei ist, d.h. wenn V x f = 0.

Bemerkung 2.48 (Interpretation der Rotation). Zur Veranschaulichung des Rotations-
begriffes im Zweidimensionalen sei A ¢ R? ein Gebiet, f € C1(A,R?) und (u,v) € A. Wir
betrachten das Arbeitsintegral des Vektorfeldes f entlang eines (u,v) umgebenden, geschlos-
senen (kreisformigen) Weges v : I — A mit v(t) = (u+ e cos(t),v +esin(t)), t € [0,27], € > 0,
im Verhéltnis zu der von v umschlossenen Fliche und lassen dann e — 0 gehen. Das bedeutet,
wir miissen ein Kurvenintegral zweiter Art (vgl. Definition 2.13 und Bemerkung 2.14) entlang
einer Kreislinie mit Radius & um (u,v) ausrechnen. Dazu erinnern wir zuvor nochmals an
die Definition der mehrdimensionalen Differenzierbarkeit: f € C*(A,R?) impliziert, dass es fiir
jedes € A eine offene Umgebung z € U ¢ A gibt, so dass fiir alle z + yeU gilt

flz+y)=f(z)+Df(z)-y+h(y) mit h:R*>R* und biy) =

Komponentenweise lautet diese Gleichung

filz +y) = fiz) +(Vfi(z),y) + hi(y), i=1,2.
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Mit y(t) := (cos(t),sin(t)) erhalten wir dann fiir den Quotienten aus Arbeitsintegral und vom

Weg umschlossener Fliche
2
%rggm) dz=i (160).7'®) d

(f1 u+ e cos(t), U+£sm(t))) (—ssin(t))) gt
0

fo(u+ecos(t),v+esin(t)) )\ ecos(t)

1 <(f1(u o) + {9 fi(0), y(t>>+h1<sy<t)>) (—sm<t>)> "
0
(v
(
(
(

fa(u,v) +e(V fa(u,v),y(t)) + ha(ey(t)) ) "\ cos(t)
(e G () ()
= (R 0) ()
;fo D1 fo(u, v) cos2(t) — Da f1 (u,v) sin?(¢) dt
— 7 Dy fy (1, 0) cos(t) sin() — Dafa(u, v) sin(t) cos(t) dt

D1 fo(u,v) = Dafi(u,v) =rot f(u,v).

Fir Gradientenfelder ist, wie oben bemerkt, dieses Verhéltnis stets 0. Man kann sich das,
lax gesprochen, so vorstellen, dass bei diesen das Vektorfeld ,,im Mittel senkrecht® zu dem
geschlossenen Weg ~y steht und daher das Arbeitsintegral verschwindet. Bei Vektorfeldern mit
rot f # 0 dreht sich dagegen das Vektorfeld ein Stiick weit mit dem geschlossenen Weg (oder
entgegen), so dass eine positive (oder negative) Gesamtarbeit lings des Weges verrichtet wird.
Man interpretiert diese Drehung dann als Wirbel von f um den Punkt (u,v). Vektorfelder
mit rot f = 0 heiBen daher auch wirbelfrei, wihrend Vektorfelder mit div f = 0 quellenfrei
genannt_werden (vgl. Bemerkung 2.35). Insbesondere sind also Gradientenfelder wirbelfrei.
Wie im Beweis von Korollar 2.20 kann man ebenso leicht zeigen, dass fiir A ¢ R? offen
und f € C%(A,R?) gilt div(rot f) = (V,V x f) = 0, d.h. die Rotation eines zweimal stetig
differenzierbaren Vektorfeldes ist stets quellenfrei (das gilt genauso im R3).

Zur Interpretation der Rotation in R? beachte man, dass die zuvor betrachtete zweidimensio-
nale Rotation gerade der z-Komponente von rot f im R? entspricht und e5 ein Einheitsnor-

cos(t)

malenvektor auf dem Gebiet A ¢ R? ist, den wir mit dem Kreisweg 7 umrundet haben. Die
z-Komponente von rot f im R? erhiilt man ganz analog durch Berechnung von Arbeitsinte-
gralen entlang kreisférmiger Wege in der y-z-Ebene, zu der e, ein Normalenvektor ist, und
die y-Komponente von rot f durch Betrachtung von Arbeitsintegralen in der z-z-Ebene.

Satz 2.49 (Satz von Stokes im R?). Sei A € R? ein Ct-Polyeder mit (stiickweise) glattem
Rand OA, d.h. es gibt eine bijekive (stiickweise) C'-Kurve 7 :[a,b] = 0A. Auflerdem gelte fiir
das dufere Finheits-Normalenfeld

0(y'()
() =TT

mit n(z,y) = (y,-x), so dass A links von OA liegt. Ist f € CL(A,R?), so gilt

Jirors@z= [ 1@)-dz= ["iGo)y o) (-3 [T 6oL o)),
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Beweis. Wir kénnen o.E. einen glatten Rand und eine C'-Kurve 7 betrachten, der stiickweise
glatte Fall ist bis auf die Summation vollkommen analog. Wegen div(n(f)) = div(fa2,-f1) =
rot f und des Satzes von Gau8 fiir d = 2 (sieche Bemerkung 2.42) erhilt man

[ rotf(@yda= [ div(n(f)) (@) dz
f (n(£(+(1)), n(' () at

” fa(y Y5 (t)
( A (t)))(i{(t)))dt

b '(t)) dt.

°
(iz ).y

O

Satz 2.50 (Satz von Stokes im R3). Sei B ¢ R? offen, A c R? ein Gebiet und k: A -~ B
eine C2-Einbettung einer Fliche F := k(A). Weiter habe A einen (stiickweise) glatten Rand
0A, der durch eine bijektive (stiickweise) C*-Kurve B :[a,b] - OA mit a < b parametrisiert

ist, so dass A links von OA liegt. Fiir die Parametrisierung v =t o 3 von OF, f € CY(B,R?)
und das Einheits-Normalenfeld n von F aus Definition 2.26 gilt dann

[ rotf(@)-da= [ rotf(@)da= [ f(2)-da
KT T o o
Beweis. Wie oben sei 0.E. 0A glatt. Zunichst eine Voriiberlegung: Es gilt
fiok
T _ D1/<61 Dlﬁg D1f<&3 2
(25) (ioﬁ)_ (D2li1 Dskg DQHS) (?OE <R
39K

Mit der Abkiirzung D;k = (D;k1, Dik2, Dirg) (und analog D;f) sowie dem Satz von Stokes
fiir d = 2 (Satz 2.49) erhélt man

[ 1@ de= [M{5G@)a 0= [(1(s(50)). 26(30) - 5'0))at

- [ {(@s(0) " £s(300)). B O)
= [ xot[Dis(u.)) " £, ), v)
= [ Di[(Dass(u,0), £ (0, )] = e (DissCu, ), £ (s, v))) ] da,v)
= [ [{D1Das(u,v), £ (s(0,0))) + (Das(,v), D f (s, )
—(DaD1se(u,v), f((u,v))) = (Dis(u,v), Dof ((u,0))) | d(u,v)
= [ (D20, D1 (s 09)) = (i), Daf i) )
= [ [{D2s0), D (s(0,0)) - D)
- (Dia(u,v), D f (5(u.v)) - Dar(u,0)) ] d(u,v)

= [ (D). (B (s(0.))" = D (s(0.0))) - Do, ) d(w.v).
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Nun ist (unter Weglassung des Argumentes (u,v) zur besseren Ubersichtlichkeit)

(D15, (D f(5)" =D f(k)) Dax)
<(D1/f1) ( 0 D1 fo(k) = Daf1(k) leS(E)szl(E)) (D2/€1)>

Diko || D2fi(k) = D1 f2(k) 0 Do f3(k) = D3 fa(k) |- | Darz
Dik3) \D3f1(k) - D1f3(k) Dsfa(k)—D2f3(k) 0 Doks

(DQfB(E) - D3f2(ﬂ))(D1/<2D2/{3 — D1k3Dsks)
+(D3f1(/i) — D1 f3(k))(D1k3Dak1 — D1 Daris)
+(D1f2(k) = Do f1(k))(D1k1Daks — DikaDakr)

(rot f(x), D1k x Do),

Mit n aus Definition 2.26 und der Definition des Oberflichenintegrals zweiter Art (vgl. Defi-
nition 2.29) ergibt sich schliefllich

[/f(@)-d§= A(Mi(ﬁ(uav)),D1ﬁ(u,v) x Dyrs(u,v)) d(u, v)
:fiﬁi(z).dffmﬁi@)d&

)

und die Behauptung ist gezeigt. O

Beispiel 2.51. Wir wollen den Satz von Stokes anhand eines Beispiels demonstrieren. Hierzu
sei F' die obere Halbkugelfliiche aus Beispiel 2.25 und f(z,y,2) = (22 -y, —y22, —y*2). Wir
berechnen beide Seiten im Satz von Stokes getrennt. Zunéichst ist

0

0).

1

2r-y -2yz + 2yz
@1($,y,z)=2><(—y22):( 0 ):(
—y2z 1
o {(a,ﬁ) > (rsin(a) cos(B), rsin(a) sin(B), r cos(w))

A:=(0,2)x(0,21) —R3
eine Parametrisierung der oberen Halbkugelfliche mir Radius r. Nach Beispiel 2.28 ist

Ferner ist

ﬂa(av 6) x ﬁﬂ(aa 5) = ?”SiD(Oé)ﬁ(Oé, /8)

Man beachte, dass der Rand OF' der oberen Halbkugel nur durch das Teilstiick {7} x[0,27] des
Randes 0A gebildet wird, d.h. OF = ({%} x[0,2n]). (Die anderen Teile von A sind lediglich
der Parametrisierung geschuldet, bei der wir ja nach Beispiel 2.9 eine Jordan-Nullmenge
entfernen.) Nun ist OF gerade die Kreislinie mit Radius » um den Ursprung in der z-y-Ebene,
die parametrisiert ist durch die C'-Kurve

'{[0,271'] - R3
x I5; — (rcos(B),rsin(B),0).
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Fiir die linke Seite im Satz von Stokes ergibt sich damit

0 rsin(a) cos(5)
L@i(g)-d£=[4< 0|, rsin(a) | rsin(a)sin(8) )d(a,ﬁ)

1 rcos(a)
:TQfOQ[O%sin(a)cos(a)dﬁda

= 72 f0§ 2sin(a) cos o do = 772 sinQ(a)‘ = 2.

[=INCIR)

Fiir die rechte Seite erhalt man

21
fﬂﬂdv fo (f(1(8)).2'(8)) dp

o {27 cos(3) —rsin(3) —rsin(f3)
fo ( 0 .| rcos(B) )dﬁ
0 0

7 /0% ~2cos(B) sin(B) +sin’(B) df = 1 fo% sin(8) df = .

Somit haben wir den Satz von Stokes in diesem Spezialfall verifiziert. Im Allgemeinen ist die
linke Seite im Satz von Stokes oft schwer auszurechnen, da diese ja iiber irgendeine Fléiche
berechnet werden kann, die von v berandet wird. Sofern verschiedene Flédchen jedoch dieselbe
Randkurve  besitzen (und korrekt orientiert sind), miissen nach dem Satz von Stokes die
Oberflichenintegrale zweiter Art iiber die Rotation eines Vektorfeldes iibereinstimmen, denn
dann ist das Wegintegral auf der rechten Seite fiir alle Flachen stets dasselbe.
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3 Funktionentheorie

In der Funktionentheorie geht es um Funktionen f:U ¢ C —» C, die komplezx differenzierbar
sind. Solche Funktionen nennt man auch holomorph auf U. Obwohl die komplexe Differen-
ziebarkeit vollig analog zur reellen Differenzierbarkeit definiert ist, fithrt sie zu erstaunlichen
Implikationen. Wir werden beispielsweise zeigen, dass jede komplex differenzierbare Funkti-
on in einer Potenzreihe darstellbar und damit beliebig oft komplex differenzierbar ist; sie-
he Satz 3.35. (Man erinnere sich aus der Analysis daran, dass dies fiir reell differenzierbare
Funktionen nicht gilt.) Die Funktionentheorie stellt dariiber hinaus auch Beweise und Berech-
nungsmethoden fiir andere Bereiche der Mathematik bereit. Wie werden etwa reelle Integrale
durch Mittel der Funktionentheorie berechnen, indem wir sie durch Wegintegrale in der kom-
plexen Zahlenebene approximieren und den Cauchyschen Integralsatz oder die Cauchysche
Integralformel verwenden; siehe Beispiele 3.19, 3.20, 3.33 und 3.34. Auflerdem gibt es einen
schonen, besonders kurzen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (der besagt, dass jedes
nicht-konstante Polynom mit komplexen Koeffizienten mindestens eine komplexe Nullstelle
besitzt); siehe Korollar 3.45.

Kurze Wiederholung zu komplexen Zahlen

Bevor wir in die Funktionentheorie einsteigen, wiederholen wir die wichtigsten Eigenschaften
komplexer Zahlen, Konvergenzkriterien und den komplexen Logarithmus.

Einfiihrung der komplexen Zahlen: Erweiterungen von Zahlbereichen werden oft damit
begriindet, dass nur in der Erweiterung gewisse Gleichungen eine Losung besitzen. Etwa hat
die Gleichung z +1 = 0 in N keine Losung, die Gleichung 2x = 3 hat in Z keine Losung,
die Gleichung z? = 2 hat in Q keine Losung. Dies fithrt der Reihe nach zur Einfiihrung
der ganzen Zahlen Z, der rationalen Zahlen QQ und der reellen Zahlen R. Nun hat jedoch die
Gleichung 2% = -1 in R keine Losung, was die Erweiterung der reellen zu den komplexen Zahlen
notwendig macht, oder sie mindestens motiviert. Man postuliert dazu, dass die Gleichung

x? = -1 eine Losung i (imagindre Einheit) besitzt.

Die komplexe Zahlenebene: Wir werden die Menge der komplexen Zahlen C mit der
Zahlenebene R? gleichgesetzen (diese bezeichnet man dann auch als Gaufsche Zahlenebene),
indem wir C als zweidimensionalen R-Vektorraum {iber der Basis {1,4} auffassen, so dass sich
eine komplexe Zahl z auch als z = z + iy mit x,y € R schreiben lésst. * und y werden Real-
bzw. Imagindrteil von z genannt und auch mit x =: 53(z) und y =: J(z) bezeichnet werden.
Wir werden daher im Folgenden (z,%) € R? mit z+iy € C identifizieren. Durch die Ubernahme
der euklidischen Norm im R? als Betragsfunktion in C wird (C,|-|) zu einem normierten (also
auch metrischen) Raum mit |z| = |z+iy| :== |(x,y)| = /22 + 2, in dem die Dreiecksungleichung
gilt (|21 + 22| < |z1] + |22] fiir 21, 22 € C). Insbesondere kann man damit auch auf C konvergente
Folgen und (absolut) konvergente Reihen betrachten.

Die komplexen Zahlen als Kérper: Wichtig ist es zu bemerken, dass (C, +,-) ein Korper
ist. Die Rechenregeln sind wie folgt:

(z+iy) + (2" +iy') = (x +2") +i(y + '),
(z+iy) (2 +iy') = (xz’ - yy') +i(zy' +2'y).
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Man addiert, multipliziert und klammert also nach genau denselben Rechenregeln, die man
schon von den reellen Zahlen kennt, und muss nur beachten, dass definitionsgeméf i2 = —1 ist.
In einem Korper gibt es stets auch inverse Elemente bzgl. der Addition und der Multiplikation.
Das additive Inverse zu z € C ist —z = —x — iy, denn nach den obigen Regeln gilt offensichtlich
z+ (-z) =0+10 = 0. Fiir das multiplikative Inverse betrachtet man zunéchst die konjugiert-
komplexe Zahl % := x —iy. Nach der Multiplikationsregel gilt 2z = 22 + y? = |2|?. Damit sieht
man leicht, dass fiir jedes z = x +iy € C\ {0} das multiplikative Inverse z~! gegeben ist durch
27t = é = o ixQLerQ, denn zz7! =1 +40 = 1, wobei wir wie zuvor komplexe Zahlen mit
verschwindendem Imaginérteil (J(z) = 0) mit reellen Zahlen gleichsetzen. Analog schreiben
wir rein imagindre Zahlen z = 0 + iy oft als z = iy.

Konvergenz komplexer Folgen: Da mit |-| wie oben beschrieben eine Norm auf C zur
Verfiigung steht, kann man konvergente und Cauchy-Folgen in C ganz analog wie in R defi-
nieren. Ist (2, )n>1 = (Tn + 1Yn )n>1 eine Folge komplexer Zahlen mit lim,, o 25, = 2 = x + iy, S0
folgt wegen |z, — x| = [R(zn—2)| < \/(zn — )% + (yn - y)? = |20 — 2|, dass mit 2,, > z (in C) auch
x, — x und analog y, — y (in R) gilt. Wendet man umgekehrt die Dreiecksungleichung auf
die komplexen Zahlen a,, = R(z, —z) =z, —z+i0 und b, = iJ(2z, —2) = 0+i(y, —y) an, so folgt
|20, = 2| = |an + bn| < |an| + |bn| = |20 — 2| + |y — y|. Somit gilt lim,, e 2, = 2 genau dann, wenn
limy, oo R(2p) = limpseo Ty = & = R(2) und limy, oo I(2p) = limysoo yn = ¥y = J(2). Damit
lassen sich die aus Analysis I bekannten Rechenregeln fiir Grenzwerte direkt ins Komplexe
iibertragen. Ferner gelten die Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen (Majoranten-
und Quotientenkriterium) genauso auch in C, die Beweise lassen sich praktisch unveréindert
iibernehmen. Ganz analog wie oben sieht man auch, dass eine Folge (2, )n>1 komplexer Zahlen
genau dann eine Cauchy-Folge in C ist, wenn die Folgen ($3(2y,))n>1 und (J3(2y,))n>1 der Real-
und Imaginérteile Cauchy-Folgen in R sind. Da nach dem Vollstandigkeitsaxiom jede Cauchy-
Folge in R konvergiert, folgt damit sofort, dass auch jede komplexe Cauchy-Folge (z,,)n>1 in
C konvergiert, d.h. auch die komplexen Zahlen sind vollstéindig.

Obwohl man, wie gesehen, mit komplexen Zahlen ganz dhnlich rechnen kann wie mit reellen,
ist jedoch zu beachten, dass die fiir R bekannten Anordnungsaxiome (d.h. die Regeln fiir die
Ordnungsrelationen < und >) in C nicht gelten! Eine Folgerung aus den reellen Anordnungs-
axiomen ist, dass fiir z € R\ {0} gilt 22 > 0. In C dagegen ist z.B. 0 # i = 0+i1, aber i> = -1 < 0.
Aussagen wie z; > zo machen daher fiir beliebige 21,29 € C keinen Sinn, vergleichen lassen
sich nur die Betréige |z1| und |23/, die ja reelle Zahlen sind.

Polarkoordinaten: Wie zuvor im R? (siehe Beispiel 2.8) kann man auch in der komple-
xen Zahlenebene R? = C Polarkoordinaten einfithren. Um dies vorzubereiten, begriinden wir
zunéchst die Eulersche Formel

e = cos(t) +isin(t), teR,

n

wobei e genau wie im Reellen durch die (absolut konvergente) Exponentialreihe e* := ¥, 5o 2+
definiert ist (damit gilt auch im Komplexen die bekannte Eigenschaft e**%2 = ¢*1¢*2). Wihlt
man nun speziell z = it, so kann man ¢ als konstanten Faktor ansehen, wie im Reellen nach ¢
ableiten und erhilt %eit = ie". Nach der Quotientenregel der Differentiation folgt damit

< . - =0,
dt t

d (cos(t) +isin(t) ) e (—sin(t) +icos(t)) —ie'(cos(t) +isin(t))
et e2it
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also ist der Quotient konstant in ¢. Da fiir ¢ = 0 gilt e = €” = 1 = cos(0) +4sin(0), muss er
stets gleich 1 sein und damit _
e = cos(t) +isin(t)

gelten. Fiir ¢t = 7 erhélt man die beriihmte Formel
e = 1.

Zur Darstellung einer komplexen Zahl z = = + iy in Polarkoordinaten setzt man r := |z| =
Va2 +y? und ¢ := arg(z) € [-m, ) als den Winkel, den die Strecke von 0 bis z (d.h. die
Strecke mit den Endpunkten (0,0) und (z,y) im R?) mit der reellen z-Achse einschlieBt. Dann
hat (z,y) nach Beispiel 2.8 in Polarkoordinaten die Darstellung (7 cos(¢),rsin(¢)), und mit
(2,9) 2 2z = x + iy folgt dann, zusammen mit der Euler-Formel, z = r cos(y) + irsin(p) = re'®;
insbesondere gilt R(z) = r cos(¢) und J(z) = rsin(p).

In Polarkoordinaten ist die Multiplikation komplexer Zahlen iibrigens besonders einfach. Fiir
z =re® und 2’ = /e ist 22’ = ') d.h. die Radien multiplizieren und die Winkel
addieren sich.

Die Multiplikation in Matrix-Schreibweise: Um die Multiplikation noch einmal von einer
anderen Seite zu beleuchten, betrachten wir die lineare Abbildung z — cz fiir ein ¢ = a+ib € C.
Mit der Identifikation C = R? muss sich diese auch als lineare Abbildung ¢ : R? - R? darstellen
lassen, d.h. es muss eine 2x2-Matrix A existieren, so dass g(z) = Az. Um die Matrixdarstellung
von z ~ ¢z fiir ¢ € C zu erhalten, bemerken wir, dass o

cz = (a+ib)(x +iy) = (ax - by) +i(ay + bx) = (Zgaj;llji) ) (z _ab) (:;) .

Das bedeutet, dass eine Matrixmultiplikation im R? genau dann die Multiplikation mit einer

komplexen Zahl ¢ = a + ib € C darstellt, wenn die Matrix von der Form (a _b) ist.

b a

Der komplexe Logarithmus: Wir haben zuvor die Einfithrung von komplexen Zahlen damit
motiviert, dass gewisse Gleichungen eine Lésung haben bzw. bekommen sollen. Betrachten
wir fiir einen Moment die Gleichung e* = y fiir y € R, so wissen wir, dass diese zumindest
fiir y > 0 eine eindeutige Losung = hat, die gewohnlich mit log(y) bezeichnet wird. Doch
wie verhélt es sich mit der Losung der Gleichung e* = w fiir beliebige w € C? Zunéchst ist
zu beachten, dass mit z auch z + i2kw, k € Z, eine Losung ist, da nach der Euler-Formel gilt
¢?*™ = 1. Um die Existenz einer Umkehrfunktion von e® sicherzustellen, miissen wir also den
Definitions- oder Wertebereich von z — e* geeignet einschrianken.

Dazu beachte man, dass die Darstellung w = |w|e**&(*) von w € C in Polarkoordinaten eindeu-
tig ist, wenn wir |w| > 0 und wie oben arg(w) € [—-7, 7) fordern. Damit lisst sich die Losung von
e = w leicht angeben: Mit z = z+iy und der Polarkoordinatendarstellung von w lautet die Glei-
chung % = |w|e?®8(®)  also muss gelten e® = [w|, d.h. z = log(jw|), und y = arg(w). Man be-
zeichnet log(w) := log(|w|)+i arg(w) als Hauptzweig des komplexen Logarithmus, der prinzipiell
fiir alle w e C\ {0} definiert ist. Allerdings ist dieser wegen der Festsetzung arg(w) € [-7, )
unstetig auf der negativen reellen Halbachse R_ := {z € C | R(2) < 0,3(2) = 0}. Um eine
stetige Abbildung zu erhalten, schrankt man den Hauptzweig des komplexen Logarithmus
typischerweise ein auf die geschlitzte komplexe Ebene

C :=C~{z|R(2) <0,3(z) = 0}.
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3.1 Holomorphe Funktionen

Alle Resultate der Funktionentheorie basieren auf der komplexen Differenzierbarkeit (die man
auch Holomorphie nennt). Diese ist genauso wie die reelle Differenzierbarkeit definiert.

Definition 3.1 (Komplex differenzierbar, holomorph). Sei U < C offen und f: U — C.
Dann heifit f in z € U komplex differenzierbar, falls

, p—
2=z AR
existiert. Ist f fir jedes z € U komplex differenzierbar, so heifst f in U holomorph. Ist U = C
und f in C holomorph, so heifst f auch ganze Funktion.

Bemerkung 3.2 (Rechenregeln). Da die komplexe Differenzierbarkeit genauso definiert
ist wie fiir reellwertige Funktionen, gelten auch dieselben Rechenregeln: Sind f, g in geeigneten
Punkten komplex differenzierbar, so auch f + g, f g,g und f o g, und es gilt

(f+9) =f"+4, (fo) =fg+ 19,
(g) _fe-jg gg;fg , (o) =(g o F)I"

Damit haben wir auch schon eine Vielzahl an Beispielen komplex differenzierbarer Funktionen.
Da z — z offenbar eine ganze Funktion ist, folgt induktiv aus der Summen- und Produktregel,
dass auch alle Polynome ganze Funktionen sind. Ferner sind auch alle rationalen Funktionen §7

wobei f, g Polynome sind, zumindest auflerhalb der Nullstellen von g komplex differenzierbar.

Die Definition der komplexen Differenzierbarkeit sieht auf den ersten Blick genauso aus wie
fiir reellwertige Funktionen. Allerdings ist zu beachten, dass es fiir den Grenzwert 2z’ — z in
der Definition der komplexen Differenzierbarkeit viele Richtungen zu beriicksichtigen gilt. Es
konnte sich beispielsweise 2’ parallel zur imaginéiren Achse an z anndhern (d.h. R(2") = R(z)
und J(2') = J(z)) oder parallel zur reellen Achse oder auch spiralenférmig auf z zulaufen, und
stets muss dasselbe Ergebnis fiir f/(z) herauskommen. Dies fiihrt auf einen Zusammenhang
zwischen der reellen und komplexen Differenzierbarkeit, der durch die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen beschrieben wird. Bei diesen identifizieren wir wieder komplexe Zahlen
z = x + iy mit Punkten (z,y) in der Ebene R?.

Satz 3.3 (Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen). Sei U ¢ C offen und f(z) =
flx+iy) = u(z,y) +iv(z,y) : U - C mit Realteil v : U - R und Imagindrteid v: U — R.
Dann ist f genau dann in U holomorph, wenn u,v reell differenzierbar auf U sind und die
Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

oxr oy’ dy Oz

erfiillen.

Beweis. Ist f in z komplex differenzierbar, so muss gelten

L SGER - f@ - FER L plh)
h—0 h h—0

0,
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woraus sich durch Umformen f(z + h) = f(2) + f'(2)h + p(h) ergibt. Da die Multiplikation
mit einer komplexen Zahl (hier f'(z)) eine lineare Abbildung ist, folgt daraus mit z = z + iy
und h = h; +ihy durch Betrachtung der Realteile

w(zx +hy,y+ha) = u(z,y) + An(hi, he) "+ R(p(h1, he))

o : : o(h) _ o ipligiert 20 R(p(h1,h2))
mit einer 1 x 2-Matrix ég{ limy, .0 =5, = 0 impliziert ] H(T}sz\\ -0

fiir ||(h1,h2)| — 0 nach den Voriiberlegungen zur Konvergenz in C. Dies zeigt, dass u : R? - R
reell differenzierbar ist. Die reelle Differenzierbarkeit von v folgt analog.
Die komplexe Differenzierbarkeit von f in z = x + ¢y impliziert ferner, dass fiir reelle h gelten

muss .

b JEEW = F() o f (i) = ()

h—0 h h—0 ih
Insbesondere miissen also die Real- und Imaginérteile auf beiden Seiten iibereinstimmen. Die
Realteile beider Seiten sind aber

— 0 und somit auch

ou, o . u(@+hy)-u(zy) . vxy+h)-v(zy) v
or ) = m 3 = I =y

und fiir die Imaginérteile erhélt man analog (beachte % = —i, denn —i-i=—i%=1)

@(Z) = lim 7)(‘T'i_ h7y) —’U(Jl‘,y) = —lim U(.I‘,y-i-h) —U($,y) _ _@

oz h—0 h h50 h y (2).

Es bleibt zu zeigen, dass auch die Umkehrung gilt, d.h. die reelle Differenzierbarkeit und die
Giiltigkeit der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen impliziert die Holomorphie von
f. Sind uw und v reell differenzierbar und erfiillen die Cauchy-Riemann’schen Differentialglei-
chungen, ist f mit der Identifikation f(z) = f(xz+iy) = f(x,y) = (u(z,y),v(x,y)) als Funktion
f:Uc R? - R? reell differenzierbar mit Jacobi-Matrix

ou ou ou ou
Df(z,y)=| " Y -| Y
26wy Zew] (- %@y L)

o ) 8y Y 8y Y o Y

und es gilt f(z+h) = f(z)+Df(z) h+p(h) mit E:R2 - R? und % — 0 fiir |Al| = 0. Geht
man nun wieder ins Komplexe iiber und setzt h = (hy,hg) = hy +ihgo = h € C, so entspricht
nach der Vorbemerkung iiber die komplexe Multiplikation in Matrixschreibweise der Term
Df(x)-h gerade der Multiplikation von h mit der komplexen Zahl

ou

G ) g ) = G =i () = o(2).
so dass die obige Gleichung im Komplexen f(z+h) = f(z)+c(z)h+¢(h) lautet mit ¢ : C - C

und 28 - 0 fiir |h| = 0. Mit 2" := z + h folgt

[A|
fGE) ~fG) () =2)| |l =2)| =z
2 -z | -z 7
also ist f in z = z + iy komplex differenzierbar mit lim,/_,, W =c(z) = f'(2). O
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Beispiel 3.4 (Eine einfache nicht-holomorphe Funktion). Die Konjugationsabbildung
z + Z ist nicht holomorph, denn hier ist f = u +iv mit u(z,y) = z,v(z,y) = -y und damit

g—g =1l+-1= g_Z’ so dass die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen nicht erfiillt sind.

Sicherlich ist eine reell-differenzierbare Funktion f : R? — R? nicht allein schon durch die
Werte fi(x,y) in einer Koordinatenrichtung (i = 1 oder i = 2) eindeutig bestimmt. Ist diese
Funktion, aufgefasst als f : C - C, jedoch holomorph, fithren die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen dazu, dass bereits der Realteil SR(f) oder der Imaginérteil J(f) die
gesamte Funktion f bis auf eine additive Konstante eindeutig festlegen.

Korollar 3.5. Seien U ¢ C offen und f,g holomorph mit R(f) = R(g) (oder I(f) =T(g)).
Dann ist f = g+ic (bzw. f=g+c) fir ein ceR.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir den Realteil, da die Aussage fiir den Imaginérteil
analog folgt. Fiir die holomorphe Funktion h := f — ¢ = u + v ist v = 0. Mit den Cauchy-
Ju — Qu _ 9u = () also

Riemann’schen Differentialgleichungen folgt damit % =-5, = 0 und ebenso oy = or =

ist v(z,y) = ¢ fiir ein c e R. O

Wir haben bereits Polynome und rationale Funktionen als holomorphe Funktionen erkannt.
Nun betrachten wir als deren Erweiterung Potenzreihen, also Polynome unendlichen Grades.
Zur Vereinfachung betrachten wir diese um den Entwicklungspunkt zg = 0, also

p(z) = Z anz"
n=0

mit Koeffizienten ag,aq,... € C (im allgemeinen Fall ersetzt man z durch z — zp). Wie wir
in Proposition 3.8 sehen werden, stellen diese innerhalb ihres Konvergenzradius holomorphe
Funktionen dar. Zunichst wiederholen wir den Begriff des Konvergenzradius aus der Analysis.

Proposition 3.6 (Konvergenzradius). Sei p eine Potenzreihe um zp = 0 und

p = p(p) :=sup{|z| [ p(z) konvergiert}.

Dann ist p(z) fiir alle z € C mit |z| < p absolut konvergent, und fiir alle z mit |z| > p divergent.
Die Grofie p heifst Konvergenzradius von p.

Beweis. Der Beweis verlduft genau wie im Reellen: Konvergiert p(z1) = Yoo an2], so miissen
die Summanden a,27] eine Nullfolge bilden (denn Konvergenz im Komplexen ist dquivalent
zur (reellen) Konvergenz der Real- und Imaginérteile). Daher existiert ein ¢ € R mit |a, 27| < ¢
fiir alle n > 0. Ist nun z € C mit |z| < |z1], so konvergiert auch p(z), sogar absolut nach dem
Majorantenkrierium, denn nach der Dreiecksungleichung gilt

(o] (o)
|p(z)| < Z |anzn| = Z |anz?|
n=0 n=0

z|" kel z
—| <¢e) q" <o, daq::‘—‘<1.
z1 n=0 Z1
Daraus folgt, dass p(z) fiir alle 0 <r < p auf {z € C| |z| < r} absolut konvergiert.

Sei nun z9 € C mit |z2| > p. Angenommen, p(z2) wire konvergent. Dann wire nach dem
Vorhergehenden p(z) fiir alle z mit p < |z] < |22] absolut konvergent, im Widerspruch zur

Definition des Konvergenzradius. O
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Bemerkung 3.7 (Berechnung des Konvergenzradius). Der Konvergenzradius kann
durch p7! = lim, e |“2+L| berechnet werden, falls der (zumindest uneigentliche) Grenzwert
existiert, oder alternativ auch durch die stets anwendbare Cauchy-Hadamard-Formel

-1 . 1
p~ " =limsuplay|~
n—oo
(wobei % = 00, L =0). Letztere sieht man wie folgt: Sei L™ := limsup,,_, |an|% und 0<r< L,
dann ist 7~ > lim SUD;, 00 \anﬁ, und aus der Definition des limes superior (limsup,,_, ., Zn =
1
inf,51 SUPys, 2k ) folgt, dass ein ng € N existiert, so dass 771 > |a,|» fiir alle n > ng. Folglich ist
|an|r™ beschrénkt, so dass wie im Beweis von Proposition 3.6 3,5 [an|s™ < oo fiir alle 0 < s < r,
also ist p(z) (absolut) konvergent fiir alle z mit |z| < r < L und damit p > L.
Ist nun L < r < co und damit 77! < limsup,,_, \anﬁ, so existiert nach Definition des limes
1
superior eine Teilfolge (ny)gs1, so dass r™t < lan, | fiir alle & > 1, d.h. |ap,|r™ > 1 fiir alle
k > 1. Folglich ist |a,|r"™ keine Nullfolge und damit Y, a,r™ divergent, also muss r > p gelten.

Da dies fiir alle r > L gilt, muss auch L > p gelten und damit p = L.
Daraus folgt weiterhin, dass die formal (gliedweise) abgeleitete Potenzreihe

p'(2) = Z nanz"!
n=1

denselben Konvergenzradius wie p hat, denn

X 1 . log(n) . log(2(n-1)) . log(n—1)+log(2)
limsupnn»T =limsupe »1 <limsupe =1  =limsupe n-1 =

und
. _1_ . 1. n_ . 1
limsup |a, =T = limsup (|a,|7 )71 = limsup |a, |7,
n—o00 n—00 n—00

IE T 1
und damit limsup,,_,, |na,|=1 =limsup,,_, |an|=.

Proposition 3.8 (Potenzreihen als holomorphe Funktionen). Sei p der Konvergenz-
radius der Potenzreihe f(z) = Yolganz", und U = B,(0) ¢ C. Dann ist f auf U holomorph
mit komplexer Ableitung f'(z) = .00, na,z" 1.

Beweis. Sei z € B,(0). Wir miissen zeigen, dass

l( i an(2+h)n— i anzn) _ i nanznfl _ i an(m _nznl) ﬂ) 0.
h n=0 n=0 n=1 n=1 h

Den Ausdruck in der Klammer schiatzen wir ab durch

12 (n) k _k) | & (n) k-1 n—k
== Rz ) =nz"T < |R|" " 2™

L n 1 e nofn-2 “90 -
< S k=) = i 1) 3 (1 2) e
k=2 k i \k =2

= [hln(n 1) (|l +|2)" 2.

(z+h)"=2"
h

-1
—nz"




3 FUNKTIONENTHEORIE 51

Sei nun |h| klein genug, so dass r :=|z| +|h| < p (beachte, dass B,(0) offen ist). Dann gilt
s z+h)" - z”

S an (( ) )
n=1 h

da Y22, n(n - 1)a,z"? ebenfalls den Konvergenzradius p hat (das folgt ganz analog wie in
Bemerkung 3.7). O

|h|zn<n Dan|(jh] + 2" 2 222 0,

Korollar 3.9 (Exponential-, Sinus- und Cosinus-Funktion). Die Funktionen

2n+1 2n

Z::; sin(z) = Z( )n(2 N cos(z) := Z( )n(2 )

sind ganze Funktionen mit komplexen Ableitungen

d d
Ee =e° 7 sin(z) = cos(z), 7 cos(z) = —sin(z).

Beweis. Nach der Stirling-Formel n! ~ / 27Tn(%)n gilt fiir alle drei Potenzreihen, dass p~! =
lim sup,,_, oo |an\% = limsupn_,oo(ZTrn)_i% = limsup,, o, = = 0, d.h. p = 0. Nach Proposi-
tion 3.8 sind damit alle drei Funktionen holomorph auf ganz C mit f/(z) = Y50, na, 2" .
Gliedweises Differenzieren der Potenzreihen ergibt dann die behaupteten Ableitungen. O

Bemerkung 3.10. Da die Exponentialreihe nach dem vorhergehenden Beweis absolut kon-
vergent auf ganz C ist, kann man sie beliebig umordnen. Sortieren nach geraden und ungeraden
Potenzen von z ergibt fiir z = it wegen 72" = (=1)" und 2"*! = j(-1)"

lt)Qk (Zt)QkH—l t2k+1

(it)" ( ) N
-2 "L (2k)! ]§](2k+1)' ];)( (gk)l k;)( k(2k 1) = cos(t) +isin(t),

nso k>0

womit wir noch einmal die Euler-Formel bestétigt finden.

3.2 Der Cauchy’sche Integralsatz

Auch im Komplexen gibt es Wegintegrale, die wir nun betrachten wollen. Wege werden vor
allem in wegweise zusammenhéngenden offenen Mengen, also Gebieten, eine Rolle spielen.

Definition 3.11 (Komplexe Kurvenintegrale, Gebiet).

1. Seien I € R ein Intervall, U € C, v € C°(I,U) eine (stiickweise) C*-Kurve und f : U - C
stetig, dann ist (vgl. Definitionen 2.10 2. und 2.13)

J i@z = [ ooy @d v [fE@d=Y [ G @
wobei die rechte Seite definiert ist durch
[ @) @ de= [ RGEN)Y @ dt+i [I(FGE)) A (1) dt

(analog fiir fn () (t) dt). Oft werden wir iiber Kreislinien integrieren und setzen
hierfiir 4,(2) := {z + e | t € [0,2n]} (Kreislinie wm z mit Radius r).

2. Wie im R? heifst eine offene, wegweise zusammenhdingende Menge U € C auch Gebiet.
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Bemerkung 3.12 (Komplexe Kurvenintegrale als Kurvenintegrale zweiter Art).
Man beachte, dass die Werte komplexer Kurvenintegrale komplexe Zahlen sind. Insbesondere
ist das komplexe Kurvenintegral etwas anderes als das in Kurvenintegral aus Definition 2.13.
Um dennoch einen Zusammenhang herzustellen, schreiben wir das komplexe Integral mittels
f=u+ivund v = o +if fiir eine C'-Kurve 7 einmal aus. Dann erhalten wir

L @rdz= [ (@) +in( ) (1) +i8 (1)) de
= [’ v @)F O dt+i [ u(0)8'®) +v(r(t)a () at
u(rO) ) (@ OW v [(FOW) (')
-/, ((—vgy(tt») ’ (mi))) i | ((u&é») ’ (5’(5)) a
:fw(fv(f;y;))-d(m,y)+i/7(zg”zg)'d(%y),

wobei die letzten beiden Integrale Kurvenintegrale zweiter Art nach Definition 2.13 sind.

Beispiel 3.13 (Kurvenintegrale von Polynomen). Sei 7 > 0 und v,(0) : [0,27] — C mit
7 (0)(t) = re* wie in Definition 3.11. Dann gilt

n 0, n+ -1,
/ zdz = ]
7-(0) 2w, n=-1.

Das sieht man wie folgt: Wegen v,(0)(t) = ire® folgt aus Definition 3.11 1.

/ 2dz = fzﬂ re™ irett dt = iyt /QW Dt gy
¥r(0) 0 0

Fiir n = -1 folgt daraus direkt die Behauptung. Fiir n # —1 dagegen ist damit

n+1

i+l , t=2m
f = 1)t ‘ =L (1-1)=0.
¥ (0) i(n+1) t=0 n+1

Insbesondere folgt damit sofort auch fiir alle Polynome f(z) = 27]2:0 anz™ vom Grad k € N,
dass f%(o) f(2)dz = 0. Der Cauchy’sche Integralsatz 3.16 wird zeigen, dass dies auch fiir
allgemeinere geschlossene Wege und beliebige holomorphe Funktionen gilt.

Wir fassen zunéchst einige niitzliche Eigenschaften komplexer Kurvenintegrale, die wir in
nachfolgenden Beweisen benotigen werden, kurz zusammen.

Proposition 3.14 (Eigenschaften komplexer Kurvenintegrale). Sei I = [a,b] € R ein
Intervall.

1. Seiy:1—-C mity(t)=t und f:I— C stetig, dann gilt

‘/;f(z)dz :’/abf(t)dt Sfablf(t)ydt.

2. Standardabschétzung fiir komplexe Kurvenintegrale:
Seiy: I — C eine (stiickweise) C*-Kurve und f eine auf v(I) stetige, komplezwertige
Funktion, dann gilt

b
| [ a1l 1, wobei 51, = max 50 wnd D) = [ (o)t
5 te[a,b] a

) st die Bogenlange von v tn der Ebene =, vgl. besprel 2. .
L st die Bogenl in der Ebene R? = C, vgl. Beispiel 2.16
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3. Isty: 1 - C eine (stickweise) C'-Kurve und (f)ns0 eine Folge komplezwertiger, auf
(1) stetiger Funktionen, so dass die Partialsummen Y1 frn aufy(I) gleichmdfSig gegen
f =20 fn konvergieren, dann gilt

S [ ydz= [ 3 rudz= [ (e

n>0 77 n>0
Beweis. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe (vgl. Ubungsblatt 11, Aufgabe 2). O

Bemerkung 3.15 (Zusammensetzung von Kurven, Summenwege). Zwei stetige Kur-
ven 71 € C°([a,b],C) und 2 € C°([¢,d], C) mit 1 (b) = y2(c) kann man #hnlich wie im Beweis
von Satz 2.19 zu einer stetigen Kurve oder Summenweg v = v1 + 72, definiert durch

[a,b+d-c] —-C

T, 1(t), a<t<b, ,
(=d
yo(t+c-b), b<t<b+d-c.

zusammenfiigen. Dies lésst sich natiirlich induktiv auf endlich viele Kurven, bei denen jeweils
der Endpunkt der vorhergehenden Kurve der Startpunkt der nachfolgenden ist, ausdehnen.
Stiickweise C*-Kurven sind in diesem Sinne gerade die Summe ihrer C*-Abschnitte.

Mit —79 bezeichnet man die riickwérts durchlaufenen Kurve o, d.h. die orientierungsum-
kehrende Umparametrisierung —y2 = 2 0 ¢ mit ¢ : [¢,d] = [¢,d], ¢(t) = d+c—t. Ist
v2 € Cl([e,d],C), so folgt aus Definition 3.11 und der Substitutionsregel (Satz 2.1) ana-
log zum Beweis von Lemma 2.15, dass [ f(2)dz = - [, f(#)dz. Fiir einen stiickweisen

C'-Summenweg v = y; £ 72 £ ... £ ¥, ist damit entsprechend Definition 3.11 f7 f(z)dz =
fw f(2) dzifw f(2)dz+ ...if% f(2)dz.

Die Schwierigkeit im Beweis des nun folgenden Cauchy’schen Integralsatzes besteht darin,
dass eine holomorphe Funktion f gemaf Definition 3.1 nur (komplex) differenzierbar ist, aber
nicht notwendigerweise stetig differenzierbar. Wir werden spéter — mit Hilfe des Cauchy’schen
Integralsatzes — sehen, dass jede auf einer offenen Menge U ¢ C holomorphe Funktion sogar
C* auf U ist. Ferner wird Satz 3.26 zeigen, dass die Giiltigkeit des Cauchy’schen Integralsatzes
die Existenz einer Stammfunktion auf dem zugrundeliegenden Gebiet impliziert.

Satz 3.16 (Cauchy’scher Integralsatz). Secien I ¢ R ein Intervall, U < C offen sowie
f:U - C holomorph. Weiter sei~:1 — U eine geschlossene, stiickweise C'-Kurve, die eine
abgechlossene Menge V c U berandet. Dann gilt

/;f(z)dz =0.

Bemerkung 3.17 (Vereinfachter Beweis des Cauchy’schen Integralsatzes unter
zusétzlichen Voraussetzungen). Nimmt man ergéinzend an, dass U ein sternférmiges Ge-
biet (vgl. Proposition 2.21) und die Funktion f stetig differenzierbar auf U ist (was beispiels-
weise nach Bemerkung 3.7 und Proposition 3.8 fiir Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenz-
kreises B,(0) =: U zutrifft), kann man den Cauchy’schen Integralsatz recht einfach beweisen.
Wir zeigen, dass unter dieser Annahme sowohl Real- als auch Imaginérteil des Integrals ver-
schwinden. Fiir den Realteil gilt nach Bemerkung 3.12

#( [ reya:)- [ (f‘jf;,yy)))-dw,y).
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Da das Vektorfeld (w y) ~ (u(z,y),-v(xz,y)) nach der zweiten Cauchy-Riemann’schen Diffe-

rentlalglelchung 0= = —g— rotationsfrei ist (nach Definition 2.46 ist rot (u, —v) = —%—g—;), ver-
schwindet der Realtell wegen der stetigen Differenzierbarkeit von u und v und der Sternférmig-

keit von U nach Proposition 2.21 und Satz 2.19. Fiir den Imaginé&rteil ist

([rer)- [(G3) e

Das Vektorfeld (z,y) ~ (v(x,y),u(x,y)) ist nach der ersten Cauchy-Riemann’schen Differen-

tialgleichung g—; = 8—; ebenfalls rotationsfrei (rot (v,u) = gg - g—;) und stetig differenzierbar,

so dass auch der Imaginérteil nach Proposition 2.21 und Satz 2.19 verschwindet.

Beweis von Satz 3.16. Wir setzen nun die stetige Differenzierbarkeit nicht mehr voraus. Falls
f eine Stammfunktion F hat, d.h. es gilt F' = f, so folgt die Aussage direkt aus der Definition
des komplexen Kurvenintegrals und der Geschlossenheit von 7, denn mit I = [a,b] ist

[ﬂz@—z/‘ch»vmw-z/‘—4w)a-iwwm»—mwmo»

i=1
= F(3(b)) - F(3(a)) =0,
da nach Voraussetzung v(b) = v(a). Wegen der komplexen Differenzierbarkeit von f gilt fiir
jedes zo € U die Darstellung f(2) = f(20) + f'(20) (2 ~ 20) +(2) mit lim,.., 22 = 0 (vgl. den

Z—Z20

Beweis von Satz 3.3). Damit ist [ f(2)dz = [ ¢(2)dz, da der konstante Term f(z20) und der
lineare Term f'(zp)(z — 29) als Funktionen von z offensichtlich Stammfunktionen besitzen.

Wir zeigen nun die Behauptung zunéchst fiir den Fall, dass v die Randkurve eines ganz
in U gelegenen Rechtecks Ry ist. Dieses Rechteck unterteilen wir durch Halbierung der
Seiten in vier gleich grofie Teilrechtecke mit Randkurven -7 bis 74, dann gilt / f(2)dz =
f f(z)dz+...+ j f(2)dz, da sich die Integralanteile iiber die im Inneren von Ro gelegenen
Kanten der Tellrechtecke aufheben, siehe Abbildung 3.1 links. Sei R; nun dasjenige der vier
kleineren Rechtecke, fiir das das Wegintegral {iber dessen Rand den betragsméfig groBiten
Wert annimmt, und 7; die zugehorige Randkurve, dann gilt nach der Dreiecksungleichung

’-[vf(Z)dZ /%f(z)dz .

Setzen wir das Verfahren mit R; fort, erhalten wir induktiv eine absteigende Folge von Recht-
ecken Ry > Ro o R3 o ... mit Randkurven 41,42,73, ... (s. Abbildung 3.1 rechts), und es gilt

V]
< <

V4 »[l 73
ga! Tl V2

(N (N
4 4

<4

<4"

N
N

AN
AN

Abbildung 3.1
Unterteilung des Ausgangsrechtecks Ry.
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Die Mittelpunkte der Rechtecke bilden eine Cauchyfolge, deren Grenzwert Z; in jedem der
Rechtecke R, enthalten ist. Sei nun € > 0 beliebig, aber fest. Da f bei zy differenzierbar ist,
koénnen wir ein § > 0 wihlen, so dass |p(2)| < -]z — 2| fiir alle z € U mit |z — Zy| < 9. Ist
Up der Umfang des Ausgangsrechtecks Ry und Dy sein Durchmesser, so sind Umfang und
Durchmesser von R,, nach Konstruktion U,, = 27"Uy und D,, = 27" Dy. Wéahlen wir nun n so
grof}, dass 27" Dy < ¢, dann ist |p| iiberall lings des Randes 7, kleiner als £27" Dy, und da 4,
die Lange 27Uy hat, folgt mit der Standardabschéitzung aus Proposition 3.14 2.

[yf(z)dz /%f(z)dz =4‘Ln<p(z)dz

= &?Do Uo.
Da € > 0 beliebig war, folgt f7 f(z)dz=0.
Ist nun allgemeiner Ry ein Rechteck wie oben mit Randkurve v und g : Ry — U (aufgefasst
als Abbildung g : R? —» R?) eine C'-Abbildung, dann gilt [ gor | (2)dz = 0, wie wir nachfol-
gend zeigen werden. Da sich jede geschlossene, stiickweise C'-Kurve aus einer oder mehreren
Bildkurven g o v von Rechteckrdndern zusammensetzen ldsst, folgt daraus die Behauptung.
Wie zuvor konstruieren wir induktiv eine absteigende Rechteckfolge R; o Ro o ..., so dass

]g-o’y f(z)dz fgo% f(2)dz

Da Ry kompakt und g = g nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist, ist die Norm der
zugehorigen Jacobi-Matrix beschrénkt, d.h. es gibt ein C' > 0, so dass |Dg(z,y)| < C fiir

<4"

<qn f p(2)|dz < 4™ 27" 27" e Dyl
Tn

<4"

alle (x,y) € Rp. Dann ist der Durchmesser D,, von g(Ry) nicht groBer als C - 27" Dy und
die Linge U, von g o A, nicht groBer als C - 27"Up. Sei erneut ¢ > 0 und 2 = g(Z0) das
Bild des Grenzpunktes der Rechteckfolge unter g. Wéhle 6 > 0 wie oben und n so grof}, dass
C-2"Dg < 9, dann folgt genau wie oben

fgovf(z) dz fgo% f(z)dz
f(z)dz=0. O

<4n <4".27. 97" G2 Dol

und damit [ .

Bemerkung 3.18 (Spezialfille des Cauchy’schen Integralsatzes fiir Rechteckbil-
der). Wir haben den Integralsatz explizit fiir Kurven bewiesen, die sich als C*-Abbildungen
von Rechteckrindern darstellen lassen. Hierfiir wollen wir einige konkrete Beispiele angeben;
dabei seien f und U wie in Satz 3.16.

Sind «, B : [to,t1] = U zwei C*-Kurven, und liegt fiir alle ¢ € [g, ;] die Verbindungsstrecke von
a(t) nach B(t) ganz in U, so gilt fiir den Summenweg 5 = a+hy — - hg (vgl. Bemerkung 3.15)

Lf(z)dz=/af(z)dz+fhlf(z)dz—/ﬁf(z)dz—fhof(z)dzzo,

wobei h; : [0,1] - U fir i = 1,2 die Verbindungswege h;(s) := (1 — s)a(t;) + sp(t;) zwi-
schen a(tp)und (B(tg) bzw. zwischen «(t1) und S(t1) sind, denn g : [tg,t1] x [0,1] — U,
g(t,s) = (1 - s)a(t) + sB(t) definiert die geforderte C'-Abbildung mit 4 = g oy, wobei v die
Randkurve von [tg,¢;] x [0,1] ist.

Liegt zum Beispiel eine abgeschlossene Dreiecksfliche mit Randkurve 4 ganz in U, und durch-
laufen wir zwei der Seiten als @ und -3, so gilt ebenfalls /. 5 f(2)dz =0, denn in diesem Fall
ist ¥=a+hy -8 und ho = a(to) = B(to), also [, f(2)dz =0, sieche Abbildung 3.2 links.
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Abbildung 3.2
Zwei Integrationswege aus Bemerkung 3.18, die als Rechteckbilder dargestellt werden kénnen.

Bilden die beiden Kurven o und 8 einen geschlossenen Weg 4 in U, d.h. gilt a(tg) = 5(to),
a(ty) = B(t1) und 4 = a - S, so ist hy = a(ty) = B(ty) sowie hy = a(t;) = B(t1), so dass
[5 f(2)dz = 0 dquivalent ist zu [, f(2)dz = [5 f(2)d=.

Sind speziell a = yg(2p) und B = v,(zp) zwei Kreislinien um zy mit Radien R > r > 0, so ist
hg = hy die Verbindungsstrecke zwischen zp +r und zg + R, die einmal in positiver und einmal
in negativer Richtung durchlaufen wird, so dass sich die zugehorigen Integrale wegheben
(Jn, f(2)dz = [}, f(2)dz =0, siehe Abbildung 3.2 rechts). Damit erhalten wir als Spezialfall
des Cauchy’schen Integralsatzes die folgenden Aussagen:

Ist f : U - C holomorph, und liegt der Kreisring {z € C|r <|z-z9| < R} um zy ganz in U,

dann gilt
f f(z)dz= f f(2)dz.
vr(20) ¥r(20)
Fiir r = 0 wird daraus:
Ist f:U — C holomorph, und liegt die Kreisscheibe {z € C ||z - 20| < R} ganz in U, dann gilt
f f(z)dz=0.
vr(20)

Beispiel 3.19. Mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes zeigen wir, dass das reelle Integral

o o R o
f _sm(:c) dr = lim / _sm(:c) do ==
0 x R—o00 JO x 2

ist. Fiir U konnen wir hier die senkrecht geschlitzte Ebene C™ := C ~ {z | J(2) < 0,%(z) = 0}
ohne die negative imaginire Achse wihlen (diese ist sogar ein sternformiges Gebiet; jeder
Punkt auf der positiven imaginéren Achse kann Zentrum sein, z.B. 2y = 7). Darauf betrachten
wir den Summenweg v, der aus v;([1) = [-R,—¢], 72(l2) = {ee | t € [0, 7]}, 13(I3) = [, R]
und y4(I4) = {Re® | t € [0,7]} zusammengesetzt ist; siche Abbildung 3.3. (Dieser Weg ist
genau vom Typ a+ hi — 3 — hp aus Bemerkung 3.18, wenn man zum Beispiel o = 4, 8 = =7,
ho = —y3 und h; =; annimmt.)

Da f(z):= % holomorph auf C~ ist und nach der Euler-Formel J(e:) = % gilt, folgt aus
dem Cauchy’schen Integralsatz

R R o R iz iz iz
2[ sin(x) dx=f sin(z) d:c=3(f e_dz)zj(hm[/ e—dz+[ e—dz])
0 x -R = -R 2 0] JIm 2 s
= —J(Iim/ e—dz+f e—dZ)-

3.16 e~0Jy 2z Y4z




3 FUNKTIONENTHEORIE o7

71 0 73

Abbildung 3.3
Fiir das Integral in Beispiel 3.19 durchlaufen wir den geschlossenen Weg, der aus 71, ..., 7y4 besteht.

Wegen sin”(z) = —sin(z) < 0 fir 0 < 2 < T ist sin(x) konkav auf [0, 7], daher gilt dort
sin(z) > 27:” Damit erhalten wir
iz iR cos(t)-Rsin(t) )
f £ oa S/W E— R
oz 0 Rett

Nach Korollar 3.9 ist f(z) := €=l Yoo %z"‘l und daher nach Proposition 3.8 f(z) = F'(z2)

z

mit F(z) = X2 nz,—:L!Z", so dass

iz 1 iz _ 1 0 1 . N
f e—dzz/ —d,z+/ ¢ dz:f —ieeltdt+F(5)—F(—e)€—0>—iﬂ
g 7 72 ™ t

2 Z 2 Z z e’

(der Wert des zweiten Integrals folgt aus den Beweisen der Sétze 3.16 und 2.19). Somit gilt
00 o 1 iz iz 1 1z
f Sn(@) gLy limf Cdz+lim [ Cdx|=-23 hmf T
0 X 2 e>0J~yy 2z R—ooo Jyy Z 2 e>0J~yy 2z 2

Beispiel 3.20 (Fresnel-Integral). Wir wollen nun beweisen, dass gilt

2 U
d = \/j'
/(; cos(z”) dx 3
Wir schreiben dazu zunéchst

oo 2 R )
[ cos(x?) dx = 9{( lim / e dz)
0 R—o0 Jo

und stellen fest, dass es viel einfacher wire, das Integral nicht entlang des Weges (t) =t,
t € [0, R], zu berechnen, sondern entlang ~3(t) = teT, te [0, R], da (BB? = git?e™? _ 2
und wir dieses Integral (beziiglich t) aus dem Gauf3’schen Integral aus Beispiel 2.8 3. ableiten

konnen. Ganz analog zum Beweis von Korollar 3.9 folgt, dass auch die Funktion z — e auf
ganz C holomorph ist und damit nach dem Cauchy’schen Integralsatz die Wegintegrale {iber
geschlossene Wege 0 ergeben. Wir wihlen deshalb einen Integrationsweg, der aus 71,72 und
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Reiﬂ/4

Y2
73

0 71

Abbildung 3.4
Fiir das Integral aus Beispiel 3.20 durchlaufen wir den geschlossenen Summenweg v = 71 + y2 — 3.

~3 besteht, wie sie in Abbildung 3.4 abgebildet sind. (Dieser ist vom Dreieckstyp a + h; — 3
aus Bemerkung 3.18, sofern man statt geradliniger auch kreisbogenférmige Verbindungen
zwischen «(t) und B(t) zuldsst, und dann « =y, hy =2 und g = 3 wihlt.)

Da fiir z = Re® gilt 22 = R?e*! und sin(2z) > 479” >z fiir x € [0, 5] (vgl. Beispiel 3.19), folgt

-2
f e’ dz
Y2

_ ‘[04 (iR (cos(2t)+isin(2t)) po: it g

. . T 2. —00
< /(; 4 R67R2sm(2t) dt < /(; 4 ReiRQt dt = %(1 - 67%) R—> 0.

Damit gilt erneut nach dem Cauchy’schen Integralsatz und wegen COS(%) = sin(%) = %
. R . 2 . . 2 . . 2 . 2
lim e dz = lim e dz = lim (— [ e dz + ¢’ dz) = hm e* dz
R—o00 JO R—o00 Jvyp R—oo Y2 R—>oo
R . im i 1
= lim e’ T gt = — —(1+14) lim d = \/7(1+z)

Nimmt man auf beiden Seiten den Realteil, so folgt das Ergebnis.

3.3 Stammfunktionen

Aus der reellen, eindimensionalen Analysis sind wir gewohnt, dass stetige Funktionen Stamm-
funktionen besitzen. Aus der mehrdimensionalen Analysis wissen wir, dass nur Gradientenfel-
der Potentiale, also Stammfunktionen, besitzen. Wir wollen nun untersuchen, unter welchen
Umstédnden holomorphe Funktionen Stammfunktionen besitzen.

Als Motivation erinnern wir uns an die Definition des Hauptzweiges des komplexen Logarith-
mus (also der Umkehrfunktion der komplexen Exponentialfunktion ). Im Reellen ist log(x)
nicht nur diese Umkehrfunktion, sondern tritt auch als Stammfunktion von z — % auf. Um
dies im Komplexen zu untersuchen, wollen wir zunéchst Kriterien herleiten, unter denen eine
holomorphe Funktion (etwa z ~ 1 fiir z # 0) eine (holomorphe) Stammfunktion besitzt.

Satz 3.21 (Stammfunktionen auf sternférmigen Gebieten). Seien U ¢ C ein stern-
formiges Gebiet mit Zentrum zo und 7z, : [0,1] = U mit v, () = z0 + t(z — 20). Dann ist
fiir jede auf U holomorphe Funktion f die Funktion F(z) = |, e f(¢) d¢ eine Stammfunktion
von f, d.h. es gilt F' = f.
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Beweis. Da U sternformig ist, ist ., . c U fiir alle z € U und damit F' wohldefiniert. Wéhle
nun z € U beliebig, aber fest. Da U offen ist, ist fiir hinreichend kleines € > 0 auch die
offene Kreisscheibe B.(z) == {Z € C ||z -z| < e} c U, so dass fiir alle z; € B:(z) auch das
abgeschlossene Dreieck mit den Eckpunkten zg,z,2; ganz in U enthalten ist. Insbesondere
ist dann auch der Weg 7, ., von z nach z; mit 7, ., (t) = z +t(z1 — 2), t € [0,1], ganz in U
enthalten, und die Randkurve v des Dreiecks ist gegeben durch v =7, > +7. 2, — V2,2, siehe
Abbildung 3.5 unten. Da f holomorph auf U ist, folgt aus dem Cauchy’schen Integralsatz und
Bemerkung 3.18, dass

0= [s@dc= [ ract [

Vz,
Setzt man nun

f@dc- |

Yzg,21

F(C)dC = F(2) + L HO - F ().

0

Fi(z) = —— [ HO fir e )~ ) wnd Fi() = £,

21—z
so folgt aus der vorhergehenden Gleichung F'(z1) = F(2) + (21 — 2)F1(21) fiir alle 21 € B.(2).
Wenn wir nun noch zeigen kénnen, dass F(z1) stetig in z ist, folgt
F(z1) - F(2)
21—

z

f(z) = Fi(2) = lim Fi(z1) = lim = F'(2),

z

und der Satz ist bewiesen. Wegen

1 1
[ d(zf v221(t)dt:f z1—zdt=21 -2
Vz,21 0 ’ 0

gilt fiir 21 € Bo(2) N {z}
Fi(s) - F() = A - F() = —— [ FO- () dc

Da 7, ., offensichtlich die Léange |21 — z| hat, folgt mit der Standardabschétzung fiir komplexe
Kurvenintegrale aus Proposition 3.14 2., dass

L f @b 1 -2l € sup Q) - £(2)

[F1(21) - F1(2)] <
|21 — 2| CeBa(2)

fiir alle 21 € B-(z). Da f nach Voraussetzung holomorph ist, ist f auch stetig (das ergibt sich
wie im Reellen unmittelbar aus der Definition der komplexen Differenzierbarkeit), und damit
folgt aus der letzten Ungleichung fiir € - 0 auch die Stetigkeit von F} in z. O

U

Be(2)

Abbildung 3.5
Veranschaulichung der Integrationswege im Beweis von Satz 3.21
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Beispiel 3.22 (Hauptzweig des Logarithmus). Betrachten wir nochmal die Funktion
f(z) = % Wir zeigen, dass f in C* := C\ {0} zwar keine Stammfunktion besitzt, jedoch in der
geschlitzen Ebene C™ = C~ {z |R(z) <0,73(2) = 0}. In Beispiel 3.13 haben wir gesehen, dass

1
f —dz=27mi £0.
7 (0) 2

Hitte f eine Stammfunktion F' auf C*, so miisste diese holomorph auf C* sein (denn es ist
dann ja F’ = f). Da aber v = ~,(0) eine geschlossene Kurve in C* ist, miisste gelten

2m t=27
[ Zae= [T G 0= FG)] | = Fy@m) - FG0)) =0,

vr(0) 2 0 =0
womit wir einen Widerspruch erhalten. Somit kann f auf C* keine Stammfunktion besitzen.
Da aber f holomorph auf C™ und C~ sternférmig ist (siche auch Beispiel 3.19), existiert
nach Satz 3.21 eine Stammfunktion F'(z) von f, die man als Wegintegral von f entlang des
geradlinigen Weges von Zentrum zg nach z erhélt.
Wir wéhlen zp = 1 als Zentrum von C~. Anstatt f entlang des geradlinigen Weges 71 . zu
integrieren, kénnen wir nach dem Cauchy’schen Integralsatz 3.16 als Integrationsweg auch
denjenigen Weg v = 1 + 72 wihlen, der sich aus v; und 79 zusammensetzt, wobei 1 (t) =
Yr(t) = 1+t(r-1), t € [0,1], von 1 nach r := |z| geht und ~2(t) = e, t € [0,1], der
Kreisbogen von r nach z = re'? mit ¢ = arg(z) € (-7, 7) ist; siche Abbildung 3.6. Dann gilt

1 1 1 | 1 pjpett?
F :=/ —d¢= | -d [—d = | ——dt f —qt
(2) 7,2 C ¢ 1 ¢ C+ y2 C ¢ 0o 1+t(r-1) " 0 reity

t=1
=log(1+t(r - 1))‘ o7 ip =log(r) +ip =log(|z]) + iarg(z).
t=
Diese Funktion hatten wir zu Beginn des Kapitels als Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet.

z

v Y2

0 1 71 r

Abbildung 3.6
Integrationswege zur Berehnung der Stammfunktion von f(z) = % auf C~ aus Beispiel 3.22.

Definition 3.23 (Elementargebiet, 0-homotop). Sei U < C ein Gebiet.

1. U heifst Elementargebiet, falls jede auf U holomorphe Funktion eine Stammfunktion auf
U besitzt.

2. Fin geschlossener Weg v in U heifit 0-homotop, wenn es ein zg € U und eine stetige
Funktion H :[0,1] x [0,1] = U gibt mit

H(s,0)=H(s,1), s€[0,1],
H(1,t) =~(t), te[0,1],
H(0,t) = 20, te[0,1].

3. U heifit einfach zusammenhéngend, wenn jeder geschlossene Weg in U 0-homotop ist.
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Bemerkung 3.24.

1. Man nennt 0-homotope Wege auch zusammenziehbar, da man sie mittels der Abbildung
H stetig auf einen Punkt zg € U iiberfithren kann.

2. Anschaulich gesprochen ist U einfach zusammenh#ingend, wenn es keine ,,Locher” hat,
denn wenn Lécher in U existieren, kann man geschlossene Kurven, die diese Locher
umkreisen, nicht zusammenziehen. Beispielsweise kann man in der punktierten Ebene
C* = C~ {0} keine Kreislinie v,(0) auf einen Punkt zp # 0 innerhalb des Kreises zu-
sammenziehen, da die stetigen Bilder der Kreislinie unter H irgendwann den Ursprung
iiberqueren miissen.

3. Allgemeiner nennt man zwei stiickweise C!-Kurven v; und 72 in U, die denselben An-
fangspunkt zp und denselben Endpunkt z; besitzen, homotop, wenn es eine stetige Ab-
bildung H : [0,1] x [0,1] - U, (s,t) » H(s,t), gibt mit der Eigenschaft, dass fiir die
Wege H(s,-) =t hs : [0,1] - U gilt: Alle Kurven hg haben den Anfangspunkt zyp und
den Endpunkt z;, und hg =71, h1 = y2. Ist v 0-homotop, so ist v = y; homotop zu dem
konstanten ,,Weg® o = 2.

Die folgende Proposition ist streng genommen nur eine Umformulierung des Cauchy’schen
Integralsatzes und fiir stetig differenzierbare Homotopien ein Spezialfall von Bemerkung 3.18.

Proposition 3.25 (Eine Homotopieformel). Seien U € C offen, f holomorph auf U sowie
1,72 : [0,1] = U homotope, stiickweise C*-Kurven, dann gilt

/71 f(z)dz= fw f(z)dz.

Beweis. Da 71 und 72 als homotope Kurven gleiche Anfangs- und Endpunkte haben, ist der
Weg 7y = v —72 eine geschlossene, stiickweise C'-Kurve, die die (als stetiges Bild einer kompak-
ten Menge) abgeschlossene Menge H([0,1]x[0,1]) c U berandet, so dass sich die Behauptung
unmittelbar aus dem Cauchy’schen Integralsatz 3.16 ergibt. (Ist H stetig differenzierbar, so
ist v als C!-Abbildung g = H des Randes des Rechtecks [0, 1] x [0, 1] darstellbar.) O

Wir wissen bereits aus Theorem 3.21, dass sternférmige Gebiete Elementargebiete sind, auf
denen holomorphe Funktionen Stammfunktionen besitzen. Ferner gilt auf sternférmigen Ge-
bieten natiirlich auch der Cauchy’sche Integralsatz. Das gleichzeitige Auftreten dieser beiden
Eigenschaften ist kein Zufall, wie wir nun sehen werden.

Satz 3.26 (Eine Charakterisierung von Elementargebieten). Sei U ¢ C ein Gebiet.
Dann sind dquivalent:

1. U ist ein Elementargebiet.

2. Es gilt
[ #ydz=0 (+)
Y

fiir jede geschlossene, stiickweise Ct-Kurve in U und jede holomorphe Funktion f.

Etwas genauer besitzt eine auf U holomorphe Funktion f genau dann eine Stammfunktion,
wenn (*) fiir jede geschlossene, stiickweise Ct-Kurve v in U gilt.
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Beweis. 1.=2.: Sei F eine Stammfunktion von f und 7 : [a,b] = U eine geschlossene, stiick-
weise C!-Kurve in U, dann gilt, wie bereits frither schon gesehen,

e pon [T dF ) )
Ji@a= 3 [ e wd= 3 [ 7 am)di= Fao) - Fa) =0

2.=1.: Der Beweis ist vollkommen analog zu dem von Satz 2.19: Da U wegweise zusam-
menhéngend ist, wiahlen wir zg € U beliebig und setzen

F(z) = ﬁ RIGLS

wobei 7, eine beliebige (stiickweise) C'-Kurve von zy nach z ist. Man beachte, dass die rechte
Seite nur von z abhéngt, aber nicht vom konkret gewéhlten ~,. Wihlen wir zwei Kurven ., 7,
von zg nach z, so ist der Summenweg v = v, — 4, geschlossen, und nach Voraussetzung gilt
somit 0 = f7 f(¢)d¢ = /% f(¢)d¢ - f&z f(¢)d¢, woraus die Unabhiingigkeit von -, folgt.

Fiir 2 € U sei h so klein gewihlt, dass Bj,(2) € U (das ist moglich, da U als Gebiet offen
ist). Sei 7, .+p wie in Satz 3.21 die geradlinige Verbindung von z nach z + h, so gilt fiir den
Summenweg ¥ =Y, + Yz 2+h

HFGen-F@) -1 [1©dc- [ @ac)-1 [ s

- folf(z+ht) dt 2% 1(2),

also ist F' eine Stammfunktion von f. O

Bemerkung 3.27. Der obige Satz und die Homotopieformel gelten allgemeiner auch dann,
wenn die Kurven + nur als stetig, aber nicht notwendigerweise als stiickweise stetig differen-
zierbar vorausgesetzt werden. Wir haben aber das komplexe Kurvenintegral nur fiir stiickweise
stetig differenzierbare Kurven definiert und verzichten im Rahmen dieser Vorlesung auf eine
(recht miihselige) Verallgemeinerung.

Proposition 3.28. Jedes einfach zusammenhdngende Gebiet ist ein Elementargebiet.

Beweis. Da U einfach zusammenhéngend ist, ist definitionsgemifl jede geschlossene, stiick-
weise C'-Kurve 7 in U 0-homotop, d.h. 7 ist homotop zu einem konstanten Weg 4 : [0,1] — U,
A(t) = 20, mit 29 € U. Nach Proposition 3.25 gilt dann wegen 7/(t) = 0, dass

Lf(z)d2=ﬁf(z)dz:'[Olf(ZO)ﬁ’(t)dtzo'

Nach Satz 3.26 ist daher U ein Elementargebiet. O
Bemerkung 3.29. Mit Hilfe des Riemann’schen Abbildungssatzes

Sei U + @,C ein Elementargebiet. Dann gibt es eine bijektive, holomorphe Abbil-
dung ¢ : U - B1(0) mit holomorpher Umkehrabbildung.

kann man zeigen, dass in Proposition 3.28 auch die Umkehrung gilt, dass also die Elementar-
gebiete genau die einfach zusammenhéngenden Gebiete sind.
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Um zu zeigen, dass jedes Elementargebiet einfach zusammenh#ngend ist, geht man wie folgt
vor: Entweder ist U = C, dann ist die Aussage klar. Ist U # C, so existiert eine bijektive, holo-
morphe Abbildung ¢ : U - B1(0) mit holomorpher Umkehrabbildung. Sei v ein geschlossener
Weg in U. Da B;(0) offensichtlich einfach zusammenhéngend ist, ist ¢ o ein 0-homotoper
Weg in B1(0). Diese Eigenschaft lisst sich mittels der stetigen Umkehrabbildung ¢! dann
auch auf U {ibertragen.

Bemerkung 3.30 (Zusammenhang und Wegzusammenhang). Wir haben Gebiete als
offene, wegweise zusammenhéngende Teilmengen U € C definiert, von denen die einfach zu-
sammenhéngenden Mengen eine Untermenge sind. Neben diesen beiden Zusammenhangsbe-
griffen gibt es noch einen dritten, der allgemeiner auch fiir topologische Raume (X, O0(X))
definiert ist, wobei O(X) die Topologie auf X bezeichnet. Diese ist nichts anderes als ein
System von per Definition offenen Teilmengen von X, das drei Bedingungen erfiillen muss: Es
muss die leere Menge und den ganzen Raum enthalten (@, X € O(X)) sowie endliche Schnitte
(fiir 01,02 € O(X) ist O1NO2 € O(X)) und beliebige Vereinigungen (fiir O; € O(X), i € Z, ist
auch Uz O; € O(X), wobei Z beliebig, insbesondere auch iiberabzéhlbar sein darf). Die abge-
schlossenen Mengen in X sind dann die Komplemente der Mengen aus O(X). Wegen X¢ = &
gilt stets, dass die leere Menge und der ganze Raum sowohl offen als auch abgeschlossen sind.
Eine Teilmenge U ¢ X von X wird selbst zu einem topologischen Raum, wenn man sie mit
der Relativtopologie O(U) := {UnO | O € O(X)} versieht, d.h. die in U offenen Mengen
sind genau die Schnitte von U mit offenen Mengen aus X; gleiches gilt analog auch fiir in U
abgeschlossene Mengen.

Man definiert nun U € X als zusammenhdingend, wenn &, U die einzigen Teilmengen von U
sind , die zugleich offen und abgeschlossen (bzgl. der Relativtopologie O(U)) sind. (Es gibt
noch weitere dquivalente Definitionen, aber fiir unsere Zwecke ist diese vorteilhafter.)

Es gilt stets, dass jede wegweise zusammenhéngende Menge U ¢ X auch zusammenh&ngend
ist (vgl. Ubungsblatt 12, Aufgabe 4), die Umkehrung ist jedoch im Allgemeinen falsch. Fiir
offene Teilmengen von R? oder C sind jedoch beide Zusammenhangsbegriffe dquivalent (vgl.
Ubungsblatt 13, Aufgabe 2), d.h. es gilt: Ist U ¢ R? oder U ¢ C offen, so ist U genau dann
wegweise zusammenhdngend, wenn U zusammenhdngend ist.

Daher ist unsere Gebietsdefinition dquivalent zu der in der Literatur hdufiger gegebenen, dass
Gebiete offene, zusammenhingende Teilmengen von R? bzw. C sind.

3.4 Die Cauchy’sche Integralformel und einige Folgerungen

Wir kommen nun zu einem der im Hinblick auf seine Konsequenzen vielleicht wichtigsten
Sétze der Funktionentheorie, der Cauchy’schen Integralformel (nicht zu verwechseln mit dem
Cauchy’schen Integralsatz 3.16). Sie erlaubt u.a. die Folgerung, dass jede holomorphe Funktion
analytisch ist, d.h. in einer Potenzreihe darstellbar, und somit beliebig oft komplex differen-
zierbar; siehe Theorem 3.35. Wir werden am Schluss mit ihrer Hilfe sogar den Fundamentalsatz
der Algebra beweisen kénnen; siehe Korollar 3.45.

Satz 3.31 (Cauchy’sche Integralformel). Sei f holomorph auf der offenen Menge U c C,
die die abgeschlossene Kreisscheibe B,(zy) enthalte, d.h. B,(z9) c U. Dann gilt fiir jedes
z € By(z9) im Inneren der Kreisscheibe, dass

1 £(0)
USn fWo) -z %
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Beweis. Sei z € By(zp) beliebig, aber fest, und € mit 0 < & < r so klein, dass 7.(z) c B,(z)
gilt. Aus Bemerkung 3.18 folgt, dass

f(©) f()
»[’YT(ZO)g z C ‘/’;E(Z)C < C

denn der dort betrachtete Spezialfall eines Kreisringes gilt offensichtlich allgemeiner auch
dann, wenn die innere Kreislinie mit kleinerem Radius einen anderen Mittelpunkt hat als
die duflere. Mit der linken ist offensichtlich auch die rechte Seite der vorherigen Gleichung
unabhéngig von € > 0. Ferner ist f nach Voraussetzung holomorph auf U, so dass fiir alle

¢ € U hinreichend nahe bei z der Differenzenquotient Mﬁc(z) beschrankt ist. Somit existiert
ein C < oo, so dass aus der Dreicksungleichung und der Standardabschitzung fiir komplexe
Kurvenintegrale aus Proposition 3.14 2. folgt

f(©) f(C) f(Z) f(z)
fﬁ/ L - 2mif (= )‘ U 4+f7 LG - 2mif (2)

r(20) € = () C—
f(C) f(z 1
: [Ya(z) C dg‘ [Ys(z) C dC 2!

=0 nach Beispiel 3.13

<oreCc % 0. u

Bemerkung 3.32 (Interpretation). Das Erstaunliche an der Cauchy’schen Integralformel
ist, dass der Wert f(z) der holomorphen Funktion f in z durch die Werte von f auf ~,(z)
festgelegt ist (fiir jedes r > 0 mit B,(z0) c U), solange nur z € B,(z). Im Spezialfall z = 2,
ergibt sich auflerdem, dass f(zp) genau der Mittelwert der Funktionswerte auf der Kreislinie
~vr(20) ist, denn

(C) 1 2m f(zo+ret) 4 1 2 it
f(z )—27”/; ¢ = —f ————rie dt_%/(; f(zo +re™)dt.

+(20) € — 20 211 rett

Die Cauchy’sche Integralformel erlaubt die Berechnung einiger reeller Integrale. Die zugrunde
liegende Theorie ist eigentlich noch viel reichhaltiger, hat aber an dieser Stelle keinen Platz.
Der interessierte Leser suche am besten nach dem Stichwort Residuensatz, der ein allgemeines
Konzept bereitstellt, um den Wert reeller Integrale mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln
einfacher (oder iiberhaupt erst) berechnen zu kénnen. Wir stellen dies an zwei Beispielen vor,
die auch ohne die allgemeine Theorie nachvollzogen werden kénnen.

]
/ dr = .
—00 1+x2

Dieses Integral ist womoglich bereits aus der Analysis bekannt und folgt dort aus der Tatsache,
dass arctan’(z) = T +1x2 . Hier verwenden wir die Cauchy’sche Integralformel und betrachten das
Kurvenintegral iiber den in Abbildung 3.7 dargestellten Weg v = v1 +y2 =73 —Y2 +y4+75. Dann
gilt wie in Bemerkung 3.18 fiir jede in der punktierten oberen Halbebene {2 € C | J(z) > 0}~ {i}
holomorphe Funktion f, dass f% f(z)dz = _[71 f(z)dz+ f74 f(z)dz+ f% f(z)dz. Nun ist

1 ™ 1 - ™ R R R—oo
dz| = f g g/ LT L 0,
f751+z2 Z‘ 0 1+ R2e2it V° o TRz CTRE_1 T

Beispiel 3.33. Wir zeigen, dass
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5

73

V2
7 0 Y4

Abbildung 3.7
Fiir die Integrale aus den Beispielen 3.33 und 3.34 durchlaufen wir den geschlossenen Weg

Y=EY1tEY2 Y3 Y2 F Y4+ s

denn aus der Dreicksungleichung folgt |21| > |21 — 22| — |22 und daher mit 21 = 1+ R%e?"* und
29 =1, dass |1 + R%e?| > R? - 1. Daraus erhilt man wegen 3 = 7.(i) (mit 0 <e < 1), dass

o 1 . R 1 . 1 1 1
f dz = lim dz = lim [ dz + f dz] = f dz
—oo 1422 Rooco J-R 1+ 22 R—oo [ Jy 1+ 22 vy 1+ 22 ve(i) 1+ 22

Zur Berechnung des Integrals auf der rechten Seite schreiben wir

11
1+22 (z+14)(2-1)

und wenden die Cauchy’sche Integralformel auf die Funktion f(z) = % an, die in der oberen
Halbebene holomorph ist. Damit erhalten wir schliellich

1 1) 1
f%(z) 1+ 22 dz = () C - dC 2mif (i) = 27rz2— =

Beispiel 3.34. Fiir das dem obigen Beispiel recht &hnliche Integral ergibt sich

[°° cos(z) dre

—00 1+3§'2 €

Dieses Integral kam vermutlich noch nicht in der Analysis vor, aber das obige Verfahren
funktioniert genauso auch hier: Wir schreiben

oo 00 1z
f cos(:c) dr = 9 f e
o 1+22 —oo 1+ 22
und verwenden wieder den Weg aus Abbildung 3.7. Das Integral entlang 75 schitzen wir
erneut ab durch
iR(cos(t)+isin(t))

eiz J T e itd
= - Ri t| <
[75 1+ 22 N /0 1+ R2e2it e

Wir wenden nun die Cauchy’sche Integralformel auf die in der oberen Halbebene holomorphe

Funktion f(z) = E an. Damit erhilt man analog zum vorherigen Beispiel

o e _ F©) .\ N 1y
ER([oo 1+ 22 dz) B %( e (4) Edg) - ER(zﬂ'lf(l)) = m(27”2—ei) = g

™ Re Rsin(t) R Row
f —_— dt <T— —>
0 |1+ R2e2it| R2-1
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Bekanntlich ist eine einmal reell differenzierbare Abbildung nicht notwendigerweise auch zwei-
mal reell differenzierbar (ein Beispiel wére f: R - R, f(z) =z sm( ) Ig.j01(2)). In der Funk-
tionentheorie ist dies anders: Das néchste Resultat impliziert, dass jede holomorphe Funktion
beliebig oft komplex differenzierbar ist. Es wird oft auch als Hauptsatz der Funktionentheorie
bezeichnet.

Satz 3.35 (Potenzreihenentwicklungssatz / Hauptsatz der Funktionentheorie).
Seien U € C offen, zg € U und f holomorph auf U. Dann g¢ibt es genau eine Potenzreihe
p(2) = Yoo an(z—20)" mit Konvergenzradius p > sup{r | B,(z0) U} >0, so dass f(z) = p(z)
fir z € B,(z0). Ferner gilt die Cauchy’sche Koeffizientenformel

L / f(O d¢, 0<r<p.

" omi e(z0) (€= 20)*T

Beweis. Zur Eindeutigkeit: Angenommen, p(z) = Y07 an(z—20)" und ¢(2) = X2 bn(z—20)"
wiren zwei Potenzreihen mit den geforderten Eigenschaften. Da Potenzreihen innerhalb ihres
Konvergenzradius unendlich oft differenzierbar sind, ware dann fiir n=0,1,2,...

I L, I .
= —'p( )(2) = —'f( ) (%) = —'q( )(20) = by, und somit p = q.

Nun zur Existenz, wobei wir der Einfachheit halber 0.B.d.A. zp = 0 annehmen: Sei r > 0, so
dass z € B(0) c U. Dann gilt nach der Cauchy’schen Integralformel (Satz 3.31)

f(©) 1 f(¢Q) 1
f()_2mfw(0)é % Tm/wr(o)Tl-gdC'

Der Term # ist wegen z € B,(0) und ¢ € v,(0) und damit ‘5‘ = M 1 aber der Grenzwert

der geometrischen Reihe Y 07 0( C) Diese konvergiert fiir festes z absolut und gleichméfig in

¢ auf 7,(0), daher konvergiert auch die Reihe .77 ! (CO ( C) fiir festes z wegen der Stetigkeit
von f gleichméBig in ¢ auf +,-(0). Daher gilt nach Proposiion 3.14 3.

F nge - 3 f(©)
1) =55 fw(omz (et Z (2m f%(O) ¢rt C)Z

Aus der letzten Gleichung folgen alle Behauptungen. O

Wie méchtig der Hauptsatz der Funktionentheorie ist, wird erst klar, wenn wir uns nun einige
Folgerungen ansehen und beweisen. Wir bemerken insbesondere, dass alle folgenden Resultate
fiir reellwertige Funktionen, die nur einmal reell differenzierbar sind, nicht gelten.

Korollar 3.36 (Satz von Goursat). Sei U € C offen und f holomorph auf U. Dann ist f
in U beliebig oft komplex differenzierbar (und insbesondere C*° ).

Beweis. Fiir jedes zg € U ist f lokal, d.h. innerhalb einer Kreisscheibe B;(zg) mit hinreichend
kleinem r, als Potenzreihe f(z) = Y72 an(z — z0)" darstellbar. Da konvergente Potenzreihen
beliebig oft komplex differenzierbar sind, ist somit f beliebig oft komplex differenzierbar auf
ganz U. O
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Nach dem Cauchy’schen Integralsatz (siche auch Bemerkung 3.18) gilt fiir jede auf einem
Gebiet U holomorphe Funktion f, dass das Kurvenintegral von f iiber den Rand eines ganz
in U liegenden abgeschlossenen Dreiecks verschwindet. Bemerkenswerterweise gilt auch die
Umkehrung, die als Satz von Morera bekannt ist.

Korollar 3.37 (Satz von Morera). Seien U ¢ C offen, f: U — C stetig, und fir die Rand-
kurve v jedes ganz in U liegenden abgeschlossenen Dreiecks gelte /7 f(2)dz =0. Dann ist f
holomorph auf U.

Beweis. Da Holomorphie eine lokale Figenschaft ist, geniigt es, den Fall zu betrachten, dass
U = B,(zp) eine Kreisscheibe ist. Da diese sternformig mit Zentrum zq ist, folgt aus dem
Beweis von Satz 3.21 (fiir den nur die Stetigkeit von f und die Tatsache, dass die Integrale von
f iiber jede Dreiecksrandkurve in U verschwinden, benttigt wird, was wir hier voraussetzen),
dass F(z) = [, f({)d¢ eine Stammfunktion von f ist. Somit ist f die Ableitung einer

Y29,z
holomorphen Fu(I)lktion F und damit nach dem Satz von Goursat auch selbst holomorph. [

Der Hauptsatz 3.35 beinhaltet bereits einen Identitéitssatz: Wenn zwei auf U holomorphe
Funktionen f, g auf einer kleinen Umgebung V' (2¢) c U eines Punktes zj € U iibereinstimmen,
stimmen sie auch schon auf der Kreisscheibe Br(zp) mit R = sup{r | B,(z0) € U} iiberein,
denn wegen fly(.,) = gly () miissen die Potenzreihenentwicklungen von f und g auf Br(20)
dieselben Koeffizienten haben. Nach der Cauchy’schen Integralformel und Bemerkung 3.32
gilt sogar: Ist B,(z) € U eine abgeschlossene Kreisscheibe in U, so dass f und g auf deren
Rand 0B, (%) = v,(20) iibereinstimmen (flyr(20) = Glys(20)), 80 folgt bereits f = g auf B, (2).
Tatséchlich lassen sich diese Aussagen noch verschérfen: Zwei auf einem Gebiet U holomorphe
Funktionen stimmen dort bereits dann vollstdndig tiberein, wenn sie dies auf einer innerhalb
U konvergenten Folge tun.

Satz 3.38 (Identitétssatz). Seien U c C ein Gebiet, f, g holomorph auf U sowie (zp)ns1 € U
eine Folge in U mit z, 2% € U, zn # z0 und f(zn) = g(zyn) fiir alle n > 1. Dann gilt
flv =9glu-

Beweis. O.B.d.A. sei g =0, sonst ersetze f durch f —g. Es gelte also f(z1) = f(22)=...=0.
Wir miissen zeigen, dass f = 0 auf ganz U. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

Zunichst zeigen wir, dass neben f(zp) auch alle Ableitungen von f bei zy verschwinden
miissen, d.h. es gilt f(k)(zo) =0 fiir alle £ > 0. Wire das nicht der Fall, géibe es ein m > 1 mit
™) (29) # 0, und wir wihlen das kleinste m mit dieser Eigenschaft. Nach dem Potenzreihen-

enwicklungssatz 3.35 existieren ein rg > 0 sowie ag, a1, ... € C, so dass
f(z) = Z ax(z - 20)*  fiir alle z € By (20).
k=0

k)

(
WegenOsz—(!zo)zak fir 0<k <m -1 folgt

f(z) = ap(z- 20)F = (2 - 20)™ > ar(z- 20)F™  fiir alle z € By, (20),
k=m k=m

=thm (2)

und h,,(20) = am # 0. Da hy, stetig ist, gilt h,, # 0 auch innerhalb einer hinreichend kleinen
Umgebung V(zp) € By,(20) von zp. Dann ist aber wegen der obigen Darstellung f(z) # 0 fiir
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alle z € V(z9) mit z # 29, d.h. f hitte innerhalb der Umgebung V' (zp) von zy keine weitere
Nullstelle. Das widerspricht aber der Voraussetzung, dass z, - zo und f(z,) =0 fiir alle n > 1.
Fiir den zweiten Schritt betrachten wir nun die Menge S := {z e U | f*)(2) = 0 fiir alle k > 0}
aller Punkte von U, in denen f und sdmtliche Ableitungen von f verschwinden. Offensicht-
lich ist diese Menge nicht leer, da zy € S. Fiir jeden Punkt { € S muss aber nach dem

Potenzreihenentwicklungssatz wegen 0 = £ (k]z!(o = Gy die Potenzreihe f(2) = Y524 ax(z - ()"
mit Entwicklungspunkt ¢ auf einer ganzen Kreisscheibe B, (¢ ) (mit passendem r¢ > 0) ver-
schwinden, d.h. es gilt f =0 auf B, (¢) und damit auch B, (¢) € S. Somit enthélt S fiir jeden
Punkt ¢ € S auch eine offene Umgebung desselben und ist daher auch selbst offen.

Nach dem Satz von Goursat sind aber neben f auch alle Ableitungen f*) fiir k& > 1 stetig
und daher die Mengen Sy, := {z € U | f**)(2) = 0} als Urbilder der abgeschlossenen Menge {0}
ebenfalls abgeschlossen fiir alle £ > 0 und damit auch S = N2, Sk. Insgesamt ist also S eine
nicht-leere, offene und abgeschlossene Teilmenge von U. Da U als Gebiet nach Definition 3.11
wegweise zusammenhéngend und damit auch zusammenhéngend ist (vgl. Bemerkung 3.30),

folgt S = U und damit f =0 auf ganz U. O

Bemerkung 3.39. Alternativ kann man die Bedingung im Identitdtssatz auch so formulieren,
dass die Menge {z €U | f(z) = g(2)} einen Héufungspunkt in U hat, denn dann muss es eine
gegen den Hiufungspunkt konvergierende Teilfolge geben, die den Voraussetzungen des obigen
Satzes geniigt. Diese sind insbesondere schon dann erfiillt, wenn f und g auf einem beliebig
kleinen, stetigen Weg- oder Geradenstiick positiver Lidnge iibereinstimmen.

Fiir stetige Funktionen gilt allgemein, dass die Urbilder offener Mengen offen sind. Die Um-
kehrung ist dagegen im Allgemeinen falsch. Bespielsweise ist fiir die reelle Sinusfunktion die
Bildmenge des offenen Intervalls (-27,27) die abgeschlossene Menge [-1,1]. Fiir holomorphe
Funktionen dagegen gilt, dass auch die Bildmengen offener Mengen offen sind. Um dies zu
zeigen, bendtigen wir ein auch fiir sich interessantes Lemma.

Lemma 3.40 (Existenzsatz fiir Nullstellen). Sei f holomorph auf dem Gebiet U € C und
die abgeschlossene Kreisscheibe By(20) € U. Gilt auf deren Rand minge, (. |f(¢)] > [f(20)l,
dann hat f eine Nullstelle in B.(zp).

Beweis. Hitte f keine Nullstelle in B, (z), wére insbesondere |f(z0)| > 0 und damit f auch
nullstellenfrei auf B,.(zp). Aus Stetigkeitsgriinden muss somit ein r’ > r existieren, so dass
f auch nullstellenfrei auf B,/(zp) ist und damit g(z) := f(lz) holomorph auf B,/(zp). Aus

Bemerkung 3.32 folgt

1 p2m it
l9(20)| = ﬁfo g(zo +re)dt

1 2 i
$or i lotorreldi< mas [o()l

27 ¢err (2o
also wire
1 1 1
=y = 19(20)[ £ max |g(¢)[= max = —
|f(20)] ¢err(20) ¢err(z0) |F(Q)] mingey, (z0) £ ()]
und somit |f(20)| 2 minge,, (50 [f(¢)], im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Satz 3.41 (Gebietstreue). Ist f holomorph und nicht konstant auf dem Gebiet U € C, so
ist f(U) ebenfalls ein Gebiet.
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Beweis. Wegen der Stetigkeit von f ist mit U auch f(U) wegweise zusammenhiingend, denn
sei v ein stetiger Weg in U, der zwei Punkte z1,29 € U verbindet, so ist f o~ ein stetiger
Weg in f(U), der f(z1) und f(z2) verbindet. Somit ist nur noch nachzuweisen, dass auch die
Bildmenge f(U) offen ist.

Dazu ist fiir beliebiges, aber festes zg € U zu zeigen, dass f(U) eine offene Kreisscheibe
Bs(f(20)) um f(zp) mit Radius d > 0 enthélt. Da f nach Voraussetzung nicht konstant ist,
muss ein r > 0 existieren, so dass B,(z9) €U und f(20) ¢ f(7-(20)). (Wire das nicht der Fall,
enthielte der Rand jeder Kreisscheibe um zp einen Punkt £ mit f(€) = f(20), so dass eine
gegen zg konvergente Folge (z,)n>1 in U mit f(z,) = f(20) fiir alle n > 1 existieren wiirde;
dann wére aber nach dem Identitétssatz 3.38 f = f(zp) konstant, Widerspruch!) Also gilt
20 1= mingey, (20 [£(¢) = f(20)| > 0. Wir behaupten, dass Bs(f(20)) € f(Br(20)) € f(U).

Fiir jedes 21 € Bs(f(20)) ist |21 — f(20)| < 0 und damit nach der Dreiecksungleichung

1£() =21l 2 [ (¢) = f(20)| = [f(20) = 21| > 6 > | (20) - 21| fiir alle € € 7(20),

also gilt auch minge, ;) [f(¢) = 21| > |f(20) = 21]- Nach Lemma 3.40, angewandt auf die
Funktion g(z) := f(2)-21, existiert daher ein 2’ € B,.(29) mit g(2") =0, d.h. f(2’) = z1. Also hat
jeder Punkt 21 € Bs(f(20)) ein Urbild 2’ unter f in B,.(2g), so dass gilt Bs(f(20)) € f(B-(20))
wie gewiinscht. O

Korollar 3.42 (Maximumprinzip). Sei U € C ein Gebiet und f holomorph auf U. Ist f
nicht konstant auf U, kann f sein Betragsmazimum _m'cht innerhalb von U annehmen (sondern
nur auf OU, sofern U beschrinkt und f stetig auf U ist).

Beweis. Gébe es ein zg € U mit | f(2)| < |f(20)|, wére f(U) in der abgeschlossenen Kreisscheibe
§| £(20)/(0) mit Radius |f(20)] um den Ursprung enthalten. Da f(z0) auf dem Rand dieser
Kreisscheibe liegt, kann f(U) keine noch so kleine offene Umgebung von f(zp) enthalten und
wére somit kein Gebiet, im Widerspruch zu Satz 3.41. Der Zusatz ist damit offensichtlich. [

Aufgrund des Maximumprinzips ist auch der folgende Satz intuitiv sofort einleuchtend, auch
wenn wir es zu seinem Beweis nicht benutzen.

Satz 3.43 (Satz von Liouville). Jede ganze Funktion f, die beschrinkt ist, ist konstant.

Beweis. Sei |f| < M < oo. Als ganze Funktion ldsst sich f nach dem Potenzreihenentwicklungs-
satz auf ganz C durch eine Potenzreihe um einen beliebigen Entwicklungspunkt zg darstellen,
so dass wir 0.E. zg = 0 wéhlen und f(z) = Y72 a, 2" annehmen konnen. Fiir die Koeffizienten
an mit n > 1 gilt nach Satz 3.35

1 1 2m it , 1 r2e M M rooo
|an|:—/ f(odgz—f ) it g g—f Logp= 2 I,
27 | Sy (0) Cn+1 o2r |Jo  pntleit(n+l) 21w Jo rn rn
da a, nicht von r abhéngt. Also ist a,, = 0 fiir alle n > 1 und damit f = ay. ]

Bemerkung 3.44. Der Satz von Liouville impliziert insbesondere, dass die komplexen Sinus-
und Cosinusfunktionen im Gegensatz zu ihren reellwertigen Pendants nicht beschréankt sein
kénnen, denn sin(z) und cos(z) sind nach Korollar 3.9 ganze Funktionen, die fiir z € R den
gewohnten reellen Funktionen sin(z) und cos(z) entsprechen, also nicht konstant sind. Daher
miissen |sin(z)| und |cos(z)| fiir nicht-reelle z € C \ R beliebig gro3 werden, falls |z| - co.
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Korollar 3.45 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante Polynom mit Ko-
effizienten in C hat mindestens eine Nullstelle in C.

Beweis. Sei f(z) = apz" + ...+ a1z + ap fiir a, # 0 und n > 1. Dann gilt fiir |z| - oo, dass
lf(2)] = [2]" - |an + ==L + ... + 5| = oo. Daher gibt es fiir jedes M > 0 ein r > 0, so dass
|f(2)] > M fiir alle |z| > r. Angenommen, f hitte keine Nullstelle. Dann gébe es ein € > 0, so
dass |f(z)| > € fiir |2| < r, also wére insgesamt \f(_lz)| < m = ¢! (Maximumprinzip) und

damit % eine beschriankte, ganze Funktion. Nach dem Satz von Liouville 3.43 miisste dann

aber % und damit auch f konstant sein, Widerspruch! O

Bemerkung 3.46. Induktiv folgt daraus durch Polynomdivision sofort, dass jedes nicht kon-
stante komplexe Polynom in n Linearfaktoren zerfillt, d.h. es existieren z1,...,z, € C (nicht
notwendigerweise verschieden), so dass f(z) = an2™ + ...+ a1z + ag = an [1L1(z — 2). Mit
anderen Worten hat jedes reelle oder komplexe Polynom von Grad n genau n Nullstellen (mit
Vielfachheit) in C.

Somit zerfillt beispielsweise auch das charakteristische Polynom jeder n x n-Matrix iiber R
oder C in (komplexe) Linearfaktoren, woraus folgt, dass jede quadratische Matrix eine (in der
Regel komplexwertige) Jordan-Normalform besitzt.

Wir erinnern abschliefend noch einmal daran, dass die Cauchy’sche Integralformel (Satz 3.31)

und damit alle darauf aufbauenden Sétze und Folgerungen im Wesentlichen darauf beruhen,
dass das Integral | 0 (20) ﬁ dz = 2mi # 0 ist, siehe Beispiel 3.13. Daher wére es nicht iibertrie-
ben, im Umkehrschluss festzustellen: Wiirde auch das Integral fA/ —L_dz verschwinden,

r(20) z—z0
gdbe es keine Funktionentheorie!



