Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2021/22
Prof. Dr. P. Pfaffelhuber Timo Enger

Ubungen zur Vorlesung
“Erweiterung der Analysis*

Blatt 11

Abgabetermin: Donnerstag , 20.01.2022, bis 14:00 Uhr per Mail an
timo.enger@stochastik.uni-freiburg.de
(Geben Sie im Dateinamen ihre Namen an.
Bitte geben Sie zu zweit ab.)

Aufgabe 1 (3 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe der Euler-Formel die Gleichungen
) cos(z) = €4 sin(z) = €560,

ii) sin?(2) + cos?(z) = 1,

iii) cos(z1 + 2z2) = cos(z1) cos(z2) —sin(z1) sin(z2),
sin(zy + z9) = sin(z1) cos(z2) + cos(z1) sin(z2) fiir alle 21,29 € C.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

a) Sei f:[a,b] - C eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass die aus der reellen Analysis
bekannte Abschitzung auch im Komplexen gilt:

|[Frwa< [Cirona,

wobei das Integral auf der linken Seite als Kurvenintegral im Sinne von Definition
3.10 mit 7 : [a,b] = [a,b], t — t aufgefasst werden kann.

b) Zeigen Sie mit Hilfe von a), dass fiir einen (stiickweise) stetig differenzierbaren Weg
v : [a,b] > C und jede auf ~ stetige, komplexwertige Funktion f die folgende Stan-
dardabschdtzung gilt:

‘Lf(z) dz

(L(7) ist die (euklidische) Lange des Wegs v in der Ebene.)

b
<I7k L), wobe |7l 3= ma [1(+(1)] wnd L) = [ B/ ()]

¢) Folgern Sie aus b): Sei 7 : [a,b] - C ein (stiickweise) stetig differenzierbarer Weg
und (fn)ns0 eine Folge komplexwertiger, auf ~ stetiger Funktionen, so dass die Par-
tialsummen Y0 f, auf y([a,b]) gleichméBig gegen f := ¥ ,50 fn konvergieren, dann
gilt

Zffn(z)dz:fon(z)dz=/f(z)dz.
n20 77 T n>0 ¥
BEMERKUNG: Wie im Reellen kann man zeigen (mit praktisch demselben Beweis, den Sie

hier nicht ausfithren miissen), dass die gleichméBige Konvergenz auch die Stetigkeit von f
impliziert.

(bitte wenden)
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei f(2) =ap+a1z+---+a,z" ein komplexes Polynom. Zeigen Sie, dass fiir alle £ € C und

r >0 die Formel l )
k)yeyz 4 S
J) = omi Jo (2 —§)k+1d

gilt, wobei (t) = € + re' fiir ¢ € [0,2n] gilt und f*) die k-te Ableitung bezeichne.

z

HiNnwEIs: Warum geniigt es, die Formel nur fiir f(z) = 2" und alle n € IN zu zeigen?

Aufgabe 4 (5 Punkte)

a) Sei 7 eine Kreislinie in C mit Radius r > 0 um den Ursprung. Berechnen Sie das
Integral fvidz.

b) Sei vy :[a,b] - C eine geschlossene, stetig differenzierbare Kurve. Geben Sie mit Hilfe
des Integralsatzes von Cauchy und eines weiteren, aus dem 2. Kapitel der Vorlesung
bekannten Integralsatzes, den Wert des Integrals /7 Zdz an.

HINWEISE: Eine Idee, was herauskommen kénnte, vermittelt schon Aufgabenteil a). Fiir den
hier vorliegenden allgemeinen Fall iiberlege man sich zunéchst, was denn der Wert des reellen
Integrals [ 4T dy im R? sein konnte. Dazu gibt es in Kapitel 2 des Vorlesungsskripts eine sehr
hilfreiche Bemerkung.



