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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Beweisen oder widerlegen Sie:

a) Es sei A offen und Jordan-messbar und g ∈ C2c (A,R), dann gilt

∫
A

∆g(x)dx = 0.

b) Es sei A offen und Jordan-messbar und f, g ∈ C2c (A,R), dann gilt

∫
A
f∆(g)(x)dx = ∫

A
∆(f)g(x)dx.

c) Es sei A offen und Jordan-messbar und f ∈ C1c (A,R), dann gilt für B ⊂ A Jordan-
messbar:

∫
B

div(f)(x)dx = 0.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei A = {(x, y, z) ∈ R3 ∣ x
2

4 + y2 + z2

9 < 1}. Berechnen Sie mit dem Satz von Gauß das Integral

∫
∂A,n

F dx, wobei F ∶ R3
→ R3, F (x, y, z) = (3x2z, y2 − 2x, z3)

sei und n das äußere Einheitsnormalenfeld bezeichne.

Hinweis: A lässt sich als Bild eines wohlbekannten Körpers im R3 darstellen, so dass sich das Volu-

menintegral mit Hilfe des Transformationssatzes und Verwendung von Kugelkoordinaten ausrechnen

lässt.

(bitte wenden)
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei A ⊂ R3 ein beschränkter C1-Polyeder mit äußerem Einheitsnormalenfeld n, der den Koordi-
natenursprung 0 enthalte. Sei α(x) =∠(x,n(x)), x ∈ ∂A, der Winkel zwischen dem Ortsvektor
x und dem Einheitsnormalenvektor n(x). Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Gauß

∫
∂A,n

cos(α(x))

∥x∥2
dx = 4π.

Bemerkung: Wenn Sie auch Physik-Vorlesungen hören oder gehört haben, ist Ihnen diese Aussage

vielleicht schon einmal in der Physiker-Notation div r⃗
∥r⃗∥3 = 4πδ(r⃗) begegnet, die z.B. in der Elektro-

statik (Coulomb-Potential) auftritt.

Gehen Sie dabei in folgenden Schritten vor:

a) Begründen Sie kurz die Gleichung cos(α(x)) = ⟨
x
∥x∥ , n(x)⟩ und berechnen Sie die Divergenz

des Vektorfeldes f ∶ R3 → R3, f(x) =
x
∥x∥3

b) Überlegen Sie sich, warum der Satz von Gauß nicht direkt auf den Polyeder A anwendbar
ist, und wenden Sie ihn stattdessen auf A ∖Bε(0) an, um ein zum obigen Integral äqui-
valentes Integral zu erhalten. Dabei bezeichne Bε(0) = {(x, y, z) ∈ R

3 ∣ x2 + y2 + z2 < ε2}
die offene Kugel mit Radius ε um den Ursprung, die für genügend kleines ε > 0 ganz in A
enthalten ist (warum?).

Achten Sie auf die richtige Orientierung des Einheitsnormalenvektors auf den Randflächen!

c) Rechnen Sie nun das zum obigen Integral äquivalente Integral mit Hilfe von Kugelkoordi-
naten aus.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei A ⊂ Rd offen und Jordan-messbar, f ∈ C1c (A,R) und φ ∈ C1(A,Rd). Zeigen Sie, dass

∫
A
⟨∇f(x), φ(x)⟩dx = −∫

A
f(x)div(φ)(x)dx

gilt.
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