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Vorwort

Dieses Skriptum ist vorlaufig | Es enthélt offensichtlich noch viele Fehler — also bitte mit
dem entsprechenden Fingerspitzengefiihl lesen. Fiir Riickmeldungen sind wir natiirlich
auferst dankbar und wiirden uns iiber eine Email sehr freuen.

Freiburg, im Oktober 2019 Thorsten Schmidt



1. Ein kurzer Ausflug in die
Malitheorie

Die Entwicklung eines prazisen Begriffs fiir Wahrscheinlichkeit hat die Mathematiker sehr
lange beschiftigt. Es war die Idee von Andrei N. Kolmogorov (1903-1987) das Hilfsmit-
tel ,Maf$“ aus der Analysis hierfiir zu verwenden und Zugang zu der méchtigen Mafk-
Integrationstheorie von Henri L. Lebesgue (1875-1941) zu erlangen.

Aus diesem Grund sind die Begriffe Maf und Integral fiir Stochastiker besonders wich-
tig. Im Unterschied zur Analysis, beziehungsweise zum Lebesgue-Maf auf R™, sind wir
allerdings stets an endlichen Mafen (1(€2) = 1) interessiert, aber mit einem beliebigen (.
Dieser Abschnitt wiederholt kurz die notwendigen Techniken aus der Analysis III.

1.1 Einfiihrung

Ein zentrales Konzept wird die FErzeugung von o-Algebren sein, worauf wir einen be-
sonderen Augenmerk richten. Sei €2 eine (beliebige) Menge und £?(£2) die Menge aller
Teilmengen von (2.

Definition 1.1. Ein Mengensystem . C 2(Q) heift o-Algebra (auf ), falls fiir alle
A Ay, Ay, ... € F gilt, dass

i) o7
(i) A°e F
(i) U~ A, € F

Mit #(Q2) bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen von Omega. Der Schnitt von (be-
liebig vielen) o-Algebren ist wieder eine o-Algebra (— Ubung), so dass man fiir ein
¢ C () die von C erzeugte o-Algebra definiert durch

o(¢) = ﬂ {ﬁ D% : F ist J—Algebra}.

Ein topologischer Raum (2, Q) ist ein Raum 2 und einer Menge O C (), wobei die
Elemente von O als offen bezeichnet werden, so dass



1.1 Einfiihrung

i) 29,2€0
(ii) der endliche Schnitt von offenen Mengen ist wieder offen

(iii) die beliebige Vereinigung von offenen Mengen ist wieder offen.

Definition 1.2. Sei (2, 0) ein topologischer Raum. Dann heifit Z(Q2) = o(O) die
Borel-o-Algebra auf (2, O).

Hat O eine abzihlbare Basis' B, so ist 0(O) = o(B). — Ubung.

Insbesondere erzeugt C' = {(—o0,z] : € Q} die Borel-o-Algebra #(R). Das gilt auch
fiir die 2-Punkt-Kompaktifizierung

R=RU{-00,00}.

Oft gibt es geeignete, einfache erzeugende Systeme?

Definition 1.3. Ein Mengensystem 2 C () heifst Dynkin-System, falls fiir alle
Al, AQ, Ag, ..ED gllt

i) Qe
(11) A1§A2:>A2\A1€.@

n=1

Natiirlich ist jede o-Algebra ein Dynkin-System. Ein Mengensystem % heifst durchschnitts-
stabil, fall mit A, B € € auch ANC € 7.

Lemma 1.4. Ist Z ein Dynkin-System und € C 2 durchschnittsstabil, so gilt

(%) C 2.

Insbesondere ist jedes durchschnittsstabile Dynkin-System eine o-Algebra.

'Eine Menge B heiftt Basis, falls sich jede offene Menge als Vereinigung beliebig vieler Mengen aus B

schreiben lasst.
2In der englischen Literatur heifit ein durchschnittliches System 7-System; ein Dynkin-System A-System

(s. Billingsley(1995)).



1. Ein kurzer Ausflug in die Mafstheorie

Beweis. Wir definieren

ANE) = ﬂ{,@ O % : % Dynkin-System}

Da der Schnitt von Dynkin-Systemen wieder ein Dynkin-System ist, ist A(¢") C 2. Der
Rest des Beweises unterteilt sich in drei Schritte:

1.

A(%) ist durchschnittsstabil: Seien A, B € A(¥). Sind A, B € %, so folgt auch
ANB e € C AF). Sei nun lediglich B € € und

D5 ={ACQ:ANB e \%)}.

Dann ist Zg ein Dynkin-System, denn fiir Ay, As, ... € D gilt
(i) Q € Ip
(ii) Sind A1 N B, A, N B € A(¥) mit A; C A, so folgt

(AN B)\ (A N B) = (A2 \ A1) N B € A(%).

(iii) ebenso A;N B C A;;1 N B =
(UAZ-) nB=|J (A,-mB) € A(%).

Da € C Zg folgt nun A\(¢") C Zp.
Wir erhalten fir A € A\(¢)) C Zp, dass

ANBeXNP). (Def. von Z5)
Nun setzen wir fiir A € (%)

Pr:={BCQ:ANBe X%}

Wie vorher zeigt man, dass 24 ein Dynkin-System ist mit 4 C Z4. Wieder folgt
AE) C D4, also fir A, B € \(¥¢) gerade

ANBeXN?). Das war 1)

A(F) ist o-Algebra: Fiir Ay, As,... € A(F) ist

(HAZ) = <QA’LC> € A(?) (A€ 92,9 D)’nkin)l

und

= 00 exe)
n=1 n=11i=1



1.1 Einfiihrung

3. Abschliefend erhalten wir 0(¢’) C o(A(€)) = A(¥) C €.

]

Nun kommen wir zu den wichtigen Begriffen Maf$ und Kapazitat. Die folgenden Begriffe
kann man auch fiir Ringe und Halbringe anstelle von o-Algebren definieren. Auch kann
man signierte Mafe mit moglicherweise negativen Werten betrachten. Wir setzen Rsg =
Rzo U {OO}

Definition 1.5. Sei .# eine o-Algebra und u : .F — Rsq. Gilt fiir (4;)i>1 C F
paarweise disjunkt, dass

(i) p(@)=0,

(ii) ,u(iz‘h) = f:ﬂ(Ai)7

so heifst p Maf. Das Mak p heit endlich, falls pu(€) < oo, und es heifst o-finit, falls
es (An)nen C ZF gibt, so dass ) . Ap = Q und pu(A,) < oo, fiir alle n € N.

Die Eigenschaft (ii) heifit o-Additivitit. Interessant ist es, sich Mengenfunktionen anzu-
schauen, wo in (ii) < auftaucht, p also nur sub-additiv (monoton) ist. Dann heifit g
Kapazitat oder — was wir spater noch kennen lernen — dufleres Mak.

Endliche, additive Mengenfunktionen heifsen oft Inhalt, o-additive Mengenfunktionen,
die nicht auf o-Algebren definiert sind, Pramafs.

Die Fortsetzung von Mafsen ist ein wichtiges Hilfsmittel: Das Lebesgue-Mak etwa definiert
man durch

p([a, b)) :=b—a a,beQ

und setzt dann geeignet auf o(Q) fort. Wie das technisch funktioniert, soll nun erlautert
werden.

Definition 1.6. Ein Mengensystem {@} # 7 C () heift Halbring, falls

(i) e

(il) ABe X = ANBeH (durchschnittsstabil)
(iii) Fir A, B € 2 gibt es p.d. Mengen CY,...,C, € J, s.d.

i=1




1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Definition 1.7. Ein nicht-leeres Mengensystem % C Z2(2) heifit Ring, falls
(i) o9eZx

(i) ABeZ=AUBeZ

(i) A, BeZ=B\AcX.

Ein Ring heifst Algebra, falls 2 € R. Die o-Algebra erfiillt zuséitzlich die o-Additivitét.
Beispiel 1.8. 77 = {(a,b],a,b € Q,a < b} ist Halbring und o() = Z(R).

Wir nennen eine Funktion p : 5 — Rsq additiv, falls fiir alle paarweise disjunkten

A, B € 7 mit AU B € J gilt, dass
(AU B) = u(A) + u(B).

Lemma 1.9. Sei 5 ein Halbring mit p: € — Rso U {oo} additiv. Dann gilt:
(i) w ist monoton und subadditiv

(i1) p ist o-additiv = p ist o-subadditiv

Wir beginnen mit einer Aussage, die wir noch &fter brauchen: Sei # ein Halbring und

Ay, ..., A, € F Dann ist

ki

Uai=>_B:=> > D, (1.10)
=1 =1

i=1 j=1

mit disjunkten Mengen By, ..., B, €  bzw. (D, ;) € . Den Beweis hierfiir fiihren wir
mit Induktion: Fiir n = 2 folgt das aus der Halbring-Eigenschaft (ii). Gilt die Behauptung
fiir ein n, so ist

n n k
Bua = A \J A = (v \J 4 ) \ A1 = Y- D\ 4
i=1 i=2 i=1
225:1 D;
Da 7 ein Halbring ist gibt es (£;;)i=1

1 so dass

.....

k;
Di \ Al = Z Ew’, also ist
j=1

kK
Buni=) Y Ey.

i=1 j=1



1.1 Einfiihrung

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass g monoton ist. Seien A, B € 7, AC B =
k
B=A+B\A=A+) D,
i=1
mit D; € 5, also ist u(B) = u(A) + S0, u(D;) > pu(A).
Nun zeigen wir, dass p auch subadditiv ist: Seien Ay, ..., A,, U], 4; € . Dann ist

n n n k; n  k;
u(UAz-) = M(ZB;) = ”(ZZD“) =Y u(Dy)
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n k; n
YD D)+ =D (A (1.11)
i=1 j=1 i=1
Als Letztes fehlt noch p o-additiv = p o-subadditiv. Dies folgt direkt wie (1.11). ]

Beispiel 1.12. Die Riickrichtung gilt nicht: Man wihle zum Beispiel den Halbring ¢ =
{n : n € N} UN. Fiir zwei unterschiedliche Mengen A und B ist dann A N B entweder
leer oder enthélt nur ein Element. Wir wéhlen ein o-subadditives Mafs durch

u(A) = {; o

Allerdings ist dann

P(Z@}) — Z% £1=P(N)

neN

und p ist demnach nicht o-additiv.

Ist 77 ein Halbring, so nennen wir
R(H) = {ZAi Ay, A e A pdone N}
i=1

den von 7 erzeugten Ring.

Lemma 1.13. Sei € ein Halbring mit u : 7 — RsoU {oo} endlich und additiv. Auf

RH () definieren wir
(DA =Y w(A)

fir Ay,..., A, € F p.d. Dann ist p die einzige additive Fortsetzung auf Z die auf
FC mit p ubereinstimmt. Auferdem gilt: u o-additiv < @ o-additiv.
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Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass g wohldefiniert ist. Seien dazu Ay, ..
zwel paarweise disjunkte Darstellung der gleichen Menge, also > " | A;

folgt

B = i BN A,
i—1
> uA) =D WANB) = u(B)
=1 =1 j=1 J=1

und somit die Behauptung.

Sei . C P(S2). Dann heifit p: .4 — Rsg

[e.e]

e stetig von unten, falls M(Ui:1 Ai) = lim; o u(A;) fiir A C Ay C

alle ¢ > 1 und | J2, A; €

'7AmaBla"'7Bn

= > ;-1 Bi. Dann

,AZE.///fur

e mit ;1(A;) < oo stetig von oben, falls (.2, A;) = lim p(A;) fiir A; D Ay D

e mit ;(A;) < oo stetig von oben in @, falls die obige Eigenschaft V(.2, A; = & gilt.

Satz 1.14. Sei Z ein Ring und p : Z — Rsq additiv und p(2) = 0,
(i) p ist o-additiv

(i1) p ist o-subadditiv

(iii) p ist stetig von unten

(v) w ist stetig von oben in &

(v) w ist stetig von oben

Dann gilt: (i) & (i) < (iii) = (v) < (v) und (iv) = (iii) falls p(A) < oo YA € Z.

10




1.1 Einfiihrung

Beweis:
(i) = (ii): Lemma 1.9
(ii) = (i): Seien A;, As,... € Z, p.d. so dass o, A; € #

(4 monoton

> uAs) = Tim 37 = Tim (3o A) ST p( 3o A) < DAy
=1 =1 =1 ;
(i) = (iii): Seien Ay C Ay C--- € Z und J;2, A; € Z. Dann ist
p(A) = Do mANA) = lim 37 p(ANA) = lim (A,
=1 =1 =1

(iii) = (i): Seien Ay, As,... € Z p.d. und |J2, 4; € %. Damn ist (U;_, A; € %)

monoton wachsend, und

M(i&') = r}g&ﬂ(i&) = i_o:,u(Az)

n>1

(iii) = (iv): (Ubergang zu Komplementen) Seien 4; 2 A; O ... € Z mit () 4; = & und
B,=A1\A,. Dannist By C B, C ... und |JB; = A; da [ A; = @. Auferdem ist

p(Ar) = lim p(By) = lim p(Ar) — p(An)

= p(Ar) = lim p(Ay),
so dass lim,, . (A,) = 0 folgt. Hierbei haben wir p(A4;) < co. genutzt.
(iv) = (v): Seien Ay D Ay D --- De Zund A=()_, A, € %Z. Setze B, = A, \ A und

nutze (iv).
(v) = (iv): klar

(iv) = (iii): (mit g endlich) Seien A; C Ay C -+ € Z und |J;°, A; € #. Setze B, =
U;; Ai \ Ay, so dass ﬂzo:l B, = @, also

0= lim u(B,) = p([OJA,) — lim p(A;). O

n—00 ) n—00
i=1

11



1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie
1.2 Die Fortsetzung von Malden

In diesem Abschnitt wollen wir nun von einem Halbring auf eine o-Algebra einen Inhalt
geeignet zu einem Mafk fortsetzen.

Satz 1.15 (Eindeutigkeit). Sei € C Z(QQ) durchschnittsstabil, es gebe C; C Cy C ...,
mit C,, € €, n>1, so dass | J,—, Cr, = Q und F = o(€). Weiterhin seien p,v : F —

R>o Mafe, so dass i1 . V}% o-finit sind.
Dann st
p=veulC)=0c(C) VCeF.
Beweis:
»=" klar

,<=" Sei C € ¢ mit u(C) = v(C) < co und
De:={AeZ n(ANnC)=0(ANC} D ¥.
Dann ist - Dynkin-System, denn:
(i) Q€ Ze,
(i) A, B€ Y,
ACB=pu((B\A)NC)=uwBNC)—puAnC)=v(BNC)—vANC)
=v((B\A)NC), also B\ A€ %Zc.

(iii) Ist Ay C Ay C -+ € Do mit |J;2, A € D, so folgt wegen der o-Stetigkeit von
v

M(G/h ﬁC) = lim p(A,NC) = lim v(A,NC) = V<6Ai>

) n—00 n—00 )
i=1 i=1

Dann ist .# = o(C) = Y¢, was ebenfalls fiir alle C,, gilt. Nun betrachten wir A € .7.
Dann ist ANC,, € Y, also u(ANC,) =v(ANC,). Wir erhalten

u(A) = lim p(ANC,) = lim v(ANC,) =v(A). O

Wir kommen zu den von C. Carathéodory (1873-1950) eingefiihrten, zentralen Begriff
von einem &dufseren Maft. Wie bereits erwdahnt, wird lediglich die o-Additivitdt durch die
o-Subaddititivtat ersetzt. In der folgenden Definition wird aber auch die Wortgebung
aufseres Mafs klar, vergleiche Satz 1.18. Alternativ wird fiir subadditive Mengenfunktionen
(auf o-Algebran) auch der Begriff Kapazitat verwendet.

12



1.2 Die Fortsetzung von Mafen

Definition 1.16. Eine Abbildung 1 : 2(Q) — Rsg heifit duferes Maf, falls

(i) n(2)=0
(i) ACBCQ=n(A) <n(B) (Monotonie)
(ili) Fiir Ay, Ay, --- € 2(Q) gilt

77( G Al) < i n(A;) (o-Subadditivitét)
i=1 =1

Ein dufleres Mafs ist natiirlich auch subadditiv. Da es auf allen Teilmengen von €2 definiert
ist, gibt es zunéchst keinen verniinftigen Begriff der Mefsbarkeit.

Definition 1.17. Ist n ein dufseres Mafs und A C €2, so heilst A o-messbar, falls fiir
alle B C Q)
n(B) = n(B N A)+n(BnNAY).

Damit ist eine Menge A genau dann messbar, wenn sie jede Menge B C () zerlegt in die
disjunkten Mengen BN A, B N A¢, auf denen sich n additiv verhélt.

Satz 1.18. Sei 5 ein Halbring und p ein Inhalt auf 7. Setze fiir A C Q (inf @ = o0)

1*(A) = inf{iu(An):An e H,AC []An}. (1.19)

n=1

Dann st p* dufSeres Maf.

(1.19) < W (A) :inf{iu(An) :AnE%p.d.,AgiAn}

n=1

Beweis. Offensichtlich ist p©* monoton und p*(@) = u(@) = 0.
Seien Ay, Ag,--- C Q. Ist p(A,) = oo fiir ein n € N, so sind wir fertig.

Sei also p*(A,) < coVn und e > 0. Dann gibt es (Infimum!) fiir jedes n € N eine Folge
(Buk)k>1 C A, so dass A, C U, By, und

> u(Bur) < i (An) +2- 2
k=1

13



1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Nun ist (Byk)nk eine abzéhlbare Familie von Mengen aus .7 und

UA - U UBnk, also

n=1 k=1

w(UA) €3 B < 30 () +2-27)
n=1 n=1 k=1 n=1
= Z w(Ay) + 2.
n=1
Da ¢ beliebig war, ist p* dufseres Mak. n

Satz 1.20. Sei p* ein dufleres Mafs. Dann ist
Fr={Ae X(Q): A ist u*-messbar}

ein Majs.

F*

*

Beweis. (i): Wir zeigen zunéchst, dass .#* eine Algebra ist.

NeF und Ae "= A°c F° (direkt aus Def. von p*-messbar)

Seien A, B € .#* und C' C ). Dann ist

w(C) (CNA)+ p" (CnAY (A € Fx)

ol
p(CNA) 4+ p(CNANB)+ p*(CNA°N BY) (BeF")
p(CN(AUB))+p(CN(AUB)9)

U

B € .#*. Sind A, B auch noch paarweise disjunkt, so folgt

P (C) > p (CNA) +p(CNB)+p (CN(AUB)). (1.21)

(ii) Nun zeigen wir: Sind (A4,),>14; € F* p.d. = A =2, € F* und p* ist o-additiv:
Zunichst folgt > | A; € F* aus (i). Fir jedes C C Q gilt

(O) > /f‘(Cm <i1AZ>) +M*(Cﬂ (ilA’>c>

> Zu*(C NA;) + " (CNA°. (Monotonie & (1.21))
i=1

14



1.2 Die Fortsetzung von Mafen
Dies gilt fiir alle n, also folgt

pi(C) > Zu*(o N A) 4 p*(C N A9
> 4 (CNA) + pH(C N AY) > 1°(C)

wegen der Sub-o-Additivitit. Es folgt A € .#* und mit A = C die o-Additivitat von
W O

Theorem 1.22 (Fortsetzungssatz). Sei # ein Halbring und u : 7 — Rs ein Inhalt.

(i) Dann sind alle Mengen aus .7 p*-messbar.

(i) Ist p o-additiv, so gilt pu*| , = p.
(iii) Ist p nicht o-additiv, so gibt es A € 7, so dass p*(A) < u(A).

Insbesondere ist p*

#+ Mal und damit auch p* ()"

Beweis. (i) Sei A € # und C' C Q mit p*(C') < oo (fiir u*(C) = oo ist nicht zu zeigen)
und (By,)n>1 C Z(H) so, dass C C | J;2, B, und p*(C') +¢ > > ju(B,,) (existiert,
da p*(C) < ).

Wir betrachten den auf Z(.%) erzeugten Inhalt 1.

p(C)+e>> Ji(Bn) =Y A(B.NA) + > fi(B, N A
: > u:(C NA)+ u*(C_m A°).

Da e > 0 beliebig, folgt A € .7*.

(ii) Sei A € 2. Fiir jedes € > 0 gibt es (Ay)n>1 C 7, so dass A C |5, A, und (Def.
)
“(A) 4> 4,) > A,) > p(A) > puf(A
WA+ D o )_u<U ) = ) = ' (4)

und es folgt u*(A) = u(A).
(iii) Ist p nicht o-additiv, so gibt es p.d. (A,) €, A=3_ .| A, € K mit

u(fjAn) # fjumn).

Allerdings ist stets (p Inhalt) > > u(A,) < u(Zf;l An>, also >, u(A,)
p(A). Nun ist p*(A,) = p(A) und p* o-additiv, also > 7 p*(A4,) = p*(A)
p(A).

A A
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Man kann noch zeigen, dass

F*={A\N: A€ o(H#),NeQ,u(N) =0}

1.3 Malle auf R

Wir konnen nun das Lebesgue-Mafs A eindeutig auf #(R) definieren durch
A((a, b)) =b—a, a,b € Q mit a <b.

Wir setzen hierbei (a,a] = @. Ebenso erhalten wir eine Charakterisierung aller Wahr-
scheinlichkeitsmafe auf Z(R).

Satz 1.23. Eine Funktion P : B(R) — [0,1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ genau
dann, wenn es eine wachsende rechtsstetige Funktion F : R — [0, 1] gibt, so dass

P((a,b]) = F(b) — F(a), a,be Q,a <b.

Offensichtlich ist P eindeutig durch F' bestimmt!
Beweis. ,,= *: klar
w<= "t Wir zeigen, dass P eine o-additive Mengenfunktion auf dem Erzeugenden-Halbring
H ={(a,b]:a<b, a,be Q} ist.
Seien also {(a;, ;] : i > 1} paarweise disjunkt (p.d.) und } -, (a;, bi] = (a,b]. Ohne

Einschrinkung kénnen wir umordnen in {(c¢;, ¢; 1]} mit ;o (ci, ¢i1] = (a,b] und
¢ > ¢y > ... Dann gilt ¢; — a und ¢; = b. (!)

Da F rechtsstetig ist, folgt

P((a,b]) = F(b) — F(a) = F(c¢;) — lim F(c,)

n—00

=Y " Flen) = Flea1) = Y P(cn, ca1))-

Die Behauptung folgt nun aus Theorem 1.22. O]

16



1.3 Make auf R

Fiir uns wichtig werden Verteilungen, also Bildmafe sein.

Definition 1.24. Ein Tripel (2,.%, 1) heift Mafraum, falls % o-Algebra und p Maf
auf (Q,.F) ist.

Das Paar (2, .%#) bezeichnen wir als messbaren Raum.

Definition 1.25. Sei (2, %, 1) ein Mafkraum, .#’ eine o-Algebra auf Q. Eine Funktion
f:Q — Q heilst F-F'-messbar, falls

f(A) € F fiir alle A € F'.
Fiir ein solches f heifst fou: %" — Rso U {0}, definiert durch
flA) = p(fHA)) =pweQ: flw) e 4), Aed

Bildmaf von p unter f.

Man zeigt leicht, dass f.u wieder ein MaR ist. f,u wird oft auch als f,(u), o f~1 notiert
und push-forward genannt.

Die von f erzeugte o-Algebra f~!(.%’) ist in der Tat eine o-Algebra. Ebenso gilt fiir
o(¢") = F', dass

o(f7H(€") = [ (a(€")).
Ist (U, .#") = (R, #(R)), so heifst f reellwertig und ist f .#-%(R)-messbar, so nennen
wir f Borel-messbar, oder oft auch einfach messbar.

17
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Messbarkeit ist ein wichtiger Begriff, so dass wir ein paar Rechenregeln wiederholen. Wir
schreiben R = R U {—o00, c0}.

Lemma 1.26. Seien (Q, %), (U, F#"), (', F") Mafsraume auf f: Q — Q59 : Q' —
Q.

(i) F' =o(¢') = f messbar< f~1(¢') C.F
(ii) f,g messbar = f o g messbar

(111) stetige Abbildungen sind messbar (auf topologischen Raumen !) bzgl. der Borel-o-
Algebren.

(iv) FEine reellwertige Funktion f ist genau dann Borel-messbar, falls

{w: flw) <z}eF Vr e Q

n
(v) f= ZCi]lAi ist messbar < Ay,..., A, € F.
i=1

(vi) f,g:Q— R messbar = f-g,a-f+b-g, g]l{g#o} messbar (a,b € R)

(vii) fi, f2,--- : Q — R messbar = sup, f,inf, f,,limsup, f,,liminf, f, sind
messbar.

Den Beweis kann man als eine Ubungsaufgabe fithren. Am interessantesten ist wohl der
Beweis fiir die Messbarkeit von sup,, fy:

{w :sup fr(w) <z} = ﬂ{w D falw) <z} e 7.

n>1

Eine wichtige Eigenschaft messbarer Funktionen ist, dass sie stets durch einfache Funk-
tionen approximierbar sind: Wir setzen:

A — {E<f<i} j=0,....n-2"-1
O = j=n-2" |
Mit
n2“j
In = Q—n]l{Aj,n}
j=0

erhalten wir die gewiinschte, monotone Approximation, f, 1 f. Dies ist der Schliissel zum
Integral! Wir definieren fiir einfache Funktionen

/fdu = /Zci]lAid,u = ZC"/A dp = Zcm(Ai)
i=1 i=1 ¢ i=1
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1.3 Make auf R

und fiir messbare, nicht-negative Funktionen und f, 1 f

/fdu = lim /fndu = sup{/gdu : g einfach und 0 < g < f}.
n—oo

Dieses Integral konnen wir fortsetzten, falls mindestens ein Integral [ f*du, [ f~dp end-
lich ist. Dann definieren wir

L p) = {f:Q%@:/\f]du<oo} (und analog £?)

Leider hat dieser Raum schlechte Trennungseigenschaften: Gibt es eine nichtleere Null-
Menge, so gibt es immer verschiedene mefbare Funktionen, die den Abstand Null haben.
Um das zu beheben, und letzten Endes Banach-Riaume zu erhalten, betrachtet man Aqui-
valenzklassen, siche auch Abschnitt VI.2 in Elstrodt(2013). Auch im Buch Bauer(1990)

gibt es ein kleines Kapitel iiber LP-Raume.

Auf den messbaren Funktionen kann man folgende Aquivalenzrelation einfithren: f ~
g falls u(f = g) = 1. Die hierdurch erhaltenen Aquivalenzklassen definieren die LP-
Réume. In der Notation machen wir dies durch die Unterscheidung . und L kenntlich.
Im Folgenden kiirzt f. 1. fast iiberall ab, etwa f < g f.{i. ist gleichbedeutent mit pu(w €
Q:f>g)=0.

Satz 1.27. Seien f,q, f1, fo,... meffbar. Dann gilt:

(i) f<gfi=[fdu<[gdu

(i) | [ fdu| < [|fldp (Dreiecksungleichung)
(i) [(af +bg)du = [ fdu+b [ gdu (Linearitit)
(w) f=0fi = [fdu=0

(v) [ fdu<oo= f<oo fi

(vi) fotf= [ fudpt [ fdp. (Monotone Konvergenz)

Als Ubung beweisen wir den Substitutionssatz

Satz 1.28. g € L (fup) = go f € L1 (u) und

/gofdM: /gd(f*u)-
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir einfache nicht-negative g zu zeigen. Der allgemeine
Fall folgt durch Approximation.

Seig=> 1" cla=gof=>3", cliea,, also

n n

[ootdu=3 cntr e 1) =3 crutad = [ i, s

=1 =12

AuRerst wichtig sind die folgenden Konvergenzsitze.

Theorem 1.29 (Monotone Konvergenz). Sei (Q, 7, u) Makraum, f, > 0und f:Q —
R messbar mit f, T f f.i. =

n—oo

lim fnd,u:/fd,u.

Beweis. Folgt direkt aus der monotonen Konvergenz (Teil (vi) in 1.27) mit

= (f = fo)L{wen: fu(@)tfw)}- -

Bemerkung 1.30. Auf die Forderung f > 0 kann nicht verzichtet werden. Betrachten
wir das Lebesgue-Maf und die Funktionenfolge

fn(x) = _]l{ngn}a

so konvergiert f, 1 f = 0 monoton, aber [ f,du = —oco und [ fdu = 0.

Theorem 1.31 (Fatou). Sei (Q,.%,pn) Makraum fi, f>,... : @ — R messbar mit
frn > 0. Dann gilt
liminf/fndu > /liminffndu.

n—o0

n—00

Beweis. Ist n fest, so gilt fiir alle j > n, dass f; > infy>, fr. Wegen der Monotonie des
Integrals erhalt man, dass

inf / fidp = / g; frdp.

jzn

Fir n — oo erhalten wir

liminf/fnd,u > Sup/inf frdp = /liminf fndp
k>n n—o0o

n—oo

wegen monotoner Konvergenz ( lir>1f fr T liminf f,). O
>n n—00
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1.3 Make auf R

Theorem 1.32 (Majorisierte Konvergenz). Sei (€2, %, u) Makraum und f, g, (fn)n>1 :
(2 — R messbar.

Sei |fn] < g f.ii. mit g € £ (u) und lim,_,o f, = f. Dann gilt

lim fndu:/fd,u.
n—oo

Beweis. Zunéchst sei ohne Einschrankung |f,| < g Vw € Q. Die Idee ist, Fatou auf g+ f,

g — f anzuwenden, wobei g+ f, > 0 und g — f,, > 0 aus der Voraussetzung folgt. Es gilt,
dass

(1) /(g+ fdu < liggf/(g+fn)du = /gdu+1iggf/fndu

(2) /(g — fdp < /gdu — lim sup/fndp, indem wir Fatou auf (g — f,) anwenden.

n—o0

Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir, dass

) ©)
/fdu < liminf/fnd,u < limsup/fndu < /fdu. O

n—o0

Wir erinnern kurz an die L”(u)-Réume

LP(p) = {f : Q — R messbar mit || f|, < co} und

11, = ([ 1£ram) ™

[flloe = inf{ K" u(|f] > K) = 0}.

Es gilt fiir messbare f, g, dass

(i) 0<pgr<oound +o=72|[fgll <fllllgll, (Holder-Ungleichung)

r

(ii)) 1<p<oc: Nf+all, < Ifll,+ llgll, (Minkowski-Ungleichung)

Definition 1.33 (Konvergenz im p-ten Mittel). Eine Folge (f,,)n>1 C £?(1) konver-
giert im p-ten Mittel, falls

1= Flly — 0.

Wir schreiben
ZLP ()

fo —

n—o0
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Konvergiert eine Folge im p-ten Mittel, so auch im g¢-ten Mittel, falls ¢ < p. (Holder)
Auberdem ist ZP(u), p > 1 vollsténdig (jede Cauchy-Folge konvergiert). Allerdings ist
ZP(u) kein (!) normierter Raum, sondern lediglich LP(u) - dieser Raum ist damit auch

ein Banach-Raum.
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1.4 Hilbertraume
1.4 Hilbertraume

Auf dem £?(1) hat man eine besondere Struktur, denn dieser Raum ist sogar ein Hilbert-

raum mit Skalarprodukt

(f,9) = /fgdu-

Dann lassen sich die allgemeinen Resultate anwenden (siche Werner(2000)).

Lemma 1.34 (Parallelogrammidentitét). Ein Banachraum (X, || - ||) ist genau dann
ein Hilbertraum falls ¥ f, g gilt, dass

1F + gll* + 1f = gll* = 2(1F1I* + Nlgll®)-

Beweis. Siehe Werner(2000), Satz V.1.6.

Satz 1.35. Sei M ein abgeschlossener, linearer Unterraum des Hilbertraums H und
f € H. Dann gibt es genau ein g € M, hL M, so dass

f=g+h.

Beweis. Siehe Werner(2000), Theorem V.3.4.

Satz 1.36 (Riesz-Fréchet). Sei H ein Hilbertraum und F : H — R. F ist genau dann
stetig und linear, falls es ein f € H gibt, so dass

F(h)=(f,h)  VheH.

Hierber ist f eindeutig.

Beweis. Siehe Werner(2000), V.3.6.
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie
1.5 Signierte Malie und der Satz von Radon-Nikodym

Wir wenden uns kurz diesem allgemeineren Begriff zu. Vorstellen kann man sich ein si-
gniertes Mak als Ladungsverteilung mit positiver und negativer Ladung. Sei (£2,.%) ein
fester messbarer Raum.

Definition 1.37. Eine Abbildung v : .% — R heift signiertes Mafs, fall
(i) v(@)=0
(i) v(#F) = {v(F) : F € %} ist entweder Teilmenge von (—o0,+4o00] oder von
[—o00, 00).

(iii) Sind (A4,) € F p.d., so gilt

(e 9]

V<ZAn> = iy(An).

= n=1

Beispiel 1.38. Hat man Mafe u1, po, wobei eines davon endlich ist, so ist v = p; — o
signiertes Mafs. In der Tat hat jedes signierte Mafs eine solche Gestalt und p, po sind bei
geeignet ,minimaler Wahl sogar eindeutig.

Definition 1.39. Ist v signiertes Maf und F € 7.

(i) F heilt v-positiv, falls v(A) > 0 fiir alle # 5 AC F
(ii) F heikt v-negativ,  falls v(A) <O fiir alle # 5 AC F
(iii) F heifst v-Nullmenge, falls v(A) =0 fiir alle % 3 A C

Lemma 1.40. Ist v : F — [—00,00) signiertes Maf§ und A € .F mit v(A) # —oc0 =
es ezistiert eine positive Menge P mit v(P) > v(A).

Beweis. (i) Wir zeigen: Zu jedem ¢ > 0 gibt es .# 3 A. C A mit v(A.) > v(A) und
v(B) > —e¢ fir alle # 5 B C A..

Durch Widerspruch: Angenommen, es existiert € > 0, so dass die Behauptung falsch
ist. Dann enthélt jede messbare Menge C' C A mit v(C) D v(A) ein B € #, so
dass v(B) < —e. Wir erhalten eine Folge By C A, B, C A\ (ByU---U Bj_1) mit
v(By) < —g, k>1=v(Y.B) = —00. ¢

Wir erhalten eine fallende Folge (Ay/,) € % und P := (A, ist positiv sowie
v(Ai/m) > v(A), also auch lim,, o v(Ay/n) = v(P). -

24



1.5 Signierte Mafe und der Satz von Radon-Nikodym

Satz 1.41 (Hahn-Zerlegung). Zu jedem signierten Mafl v existiert eine disjunkte Zerle-
gung 0 = P+ N, in eine v-positive Menge P € .F und eine v-negative Menge N € 7.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei v(#) C [—00,00) und o = sup{v(A) :
A € Z}. Nach Lemma 1.4 gibt es eine Folge positiver Mengen (A,,) mit v(4,) — «.
Dann ist P = |J,»; An € F positiv und v(P) > v(A4,), also v(P) = a. Auferdem ist
nach Voraussetzung v(P) < co und somit o € R.

Nun ist N = P° negativ: Gdbe es B C N mit N(B) > 0, so wére v(P U B) > «. O

Man sieht leicht, dass diese Zerlegung eindeutig bis auf Nullmengen ist.

Fiir ein signiertes Mafl v mit Hahn-Zerlegung 2 = P + N heifen

v (A)
v—(A)

v(ANP)

or
V(AN N) } Ae”

positive (negative) Variation von v. Da P und N bis auf Nullmengen eindeutig sind, ist
v/~ wohldefiniert.

Definition 1.42. Zwei signierte Mafe p, v heifen singuldr (und wir schreiben pulv),
falls Q = A+ A%, A € Z mit u(A) =0, v(A°) = 0.

Satz 1.43 (Jordan-Zerlegung). Jedes signierte Maf v erfillt v =v™ +v~ mit v 1Lv~.
Diese Zerlegung ist minimal, d.h.: ist v = o — o mit Maflen o, 0, von denen mindestens
eines endlich ist, so ist vt < o, v~ < 0.

Beweis. Es bleibt lediglich die Minimalitét:
vH(A)=v(ANP)=p(ANP)—c(ANP) < o(ANP) < o(A). O
Beispiel 1.44. Sei f : Q — R quasi-integrierbar. Dann ist durch
dp = fdx

ein signiertes Ma® definiert und P = f~1([0, 00]), N = f~*([—00,0)).

Der Schliissel zu dem Satz von Radon-Nikodym ist folgendes Lemma:
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Lemma 1.45. Sind v, 0 endliche Mafle mit v < o, so gibt es seine messbare Funktion
h:Q —[0,1] mit

dv = hdp. (1.46)

Gleichung (1.46) ist eine abkiirzende Schreibweise fiir

/duz/hd@, Fe%Z.
F F

Beweis. Die Voraussetzungen ergeben
ZL%(0) € L2(v) C LN v),

also ist die Abbildung f — [, fdv, mit f € £ (o) wohldefiniert und stetig (Z" vollstéan-
dig). Nach Satz 1.36 von Riesz-Fréchet gibt es h € Z'(p), so dass

[ v =r),= [ uae

Dies gilt fiir alle f € £%(p), insbesondere fiir f = 15, F € .#. Man sieht direkt, dass
h(Q) € [0,1] o-tfs. O

Definition 1.47. Wieder betrachten wir den festen Mafraum (2,.%)
(i) Das Maf v heifit absolut stetig bzgl. u, falls

wA)=0=rv(A4) =0 fir alle A € Z.

Dann schreiben wir v < p. Gilt zusétzlich p < v, so heifen p und v dquivalent
und wir schreiben p ~ v.
(il) Gilt
() = [ sdn
A
fiir alle A € .F, so heifst f Dichte von v bzgl. ; und wir schreiben

dv

— = f oder dv= fdu.
dp
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1.5 Signierte Mafe und der Satz von Radon-Nikodym

Lemma 1.48. Sei u ein Maf$ auf (Q, F).
(i) Istv o-finit und dv = fdu = gdu, so folgt

f=9 ufs

(ii) Seien f:Q — Rsg und g : Q@ — R messbar. Dann gilt

/g-(fdu) = /(f-g)du.

Beweis. (i) Da v o-finit ist, gibt es Q1 C Qy C .-+ C F, so dass Un21 Q,, = Q und
v(£2,) < oo.

Wir setzen A, = Q,N{f < g} = fAn(f—g)du = v(A,)—v(A4,) =0, also u(A,) = 0.

Damit ist

u(f >g) = u( U An) = lim p(A,) = 0.

n—00
n>1

(ii) Offensichtlich ist fiir g = 14

/g(f~du)=/4fdu=/(1A~f)du-

Die iibliche Approximation von messbaren g liefert das Resultat.
O

Beispiel 1.49. Natiirlich kennen wir bereits Dichten bzgl. des Lebesgue-Makes (Normal-
verteilungen etc.). Jede diskrete Verteilung hat allerdings auch eine Dichte beziiglich des

Zahlmafes
=Y,

mit dem Dirac-Mab dx, (A) := 1a(x,).

Satz 1.50 (Radon-Nikodym). Es sei p o-finites Maff und v ein signiertes Maf, so
dass v < p. Dann hat v eine (u-f.s.) eindeutige Dichte f : Q) — RU{—o00,00} bzgl. .

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus (f, g quasi-i.b., p o-finit)

/fdu < / gdp VYAe€.Z = f<guts.(betrachte {f > g+ %})
A A —

eF
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafstheorie

Nach der Jordan-Zerlegung ist v < p < vt < p und v~ < p, so dass wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass v ein Maf ist.

(1) p,v endlich =

Wir betrachten 7 = p 4 v. Nach Lemma 1.45existieren h, g so dass du = gdr und
dv = hdr. Wir setzen N = {g = 0}, so dass u(N) = 0, also auch v(N) = 0, da
v .

Definiere W)
T
= v(A)=v(ANN°) = / hdr
ANNe

a=sup{u(B): B e Z v(B) <o} (< 00).

1 endlich = Setze

Dann gibtes B; C By C - -+ C . mit v(B,,) < 0o, u(B,) — «, also ,u(Un21 B,) = «a.
Fir Ae #, AC (UB,), v(A) < oo gilt
a+ u(A) = 1i_>m u(B,UA) <a«a (v(B,UA) < 0),
also p(A) = 0 und somit v(A) = 0.
Wir erhalten A C (|J B,)¢ = u(A) = v(A) =0 oder u(A) >0, v(A) =0.

Esist B, := B, \ B,_1, E1 = By, E :=|J E,, eine Folge p.d. Mengen mit v(E,) <
0o & 3f, mit d(1p,v) = fodu

V= <Z]1En+]lEC> -V

n>1
n>1 n>1

1 o-finit

= Es existieren p.d. (€,), u(3,) < 0o, sodass Q=) ., Q,.

Wir definieren du,, = 1g, du, v, = 1q, dv B

und wenden (2) an = dv,, = f,du, und > f,1 4, ist Dichte von v bzgl. pu. O

Beispiel 1.51. Auf o-Finitheit kann nicht verzichtet werden: Q # @, % = {&,Q},
w(@) =0, p(Q) = oo, ¥(@) =0, ¥(Q) =1, so ist ¥ K p, aber es gibt keine Dichte
(c-o00#1).
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1.5 Signierte Mafe und der Satz von Radon-Nikodym

Satz 1.52 (Lebesgue-Zerlegung). Ist p o-finites Maf$ und v o-finites, signiertes Maps,
so gibt es genau eine Zerlequng
vV=p+0

mat signierten MafSen o,v, so dass o < p, oL p.

Beweis. Wieder geniigt es nach Satz 1.43, Mafe zu betrachten.

Wir setzen 7 = pu+ v o t:>1 - Jg so dass du = gdr.

Definiere N = {g = 0} und

o(A) = V(ANN°), o(A)=v(ANN), AcZ. O

Eindeutigkeit: UA
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

1.6 Produktraume

Fiir uns interessant werden polnische Réaume sein, da auf ihnen die zentralen Grenzwert-
sitze der Stochastik gelten werden.?

Definition 1.53. Ein topologischer Raum (€2, O) heifst polnisch, falls
(i) es eine abzahlbare Menge Q' C Q) gibt, so dass a =0,

(ii) er vollstindig metrisierbar ist.*

Beispiel 1.54. (i) (%[0,1],sup) ist polnisch
(ii) jeder kompakte metrische Raum ist polnisch

(iii) (%0,00),d) mit

1 di(f.9) -
(f,9) k§>1 T d(f g Mt ?(}}g\f ]

ist polnisch (Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf Kompakta).

Fiir eine Familie (£2;);e; von Mengen heifst

X Q= {(wi)ies : w; € A}

e

Produktraum der (€;);c;. Fiir H C J C I definieren wir die Projektionen

Ty X Q; = X Qn durch

jeJ heH

Wil<<wj)j61 = (Wn)hem-

Auferdem schreiben wir 7§, = 7y und m; = m, @ € 1.

3Fiir einen topologischen Raum (2, 0) mit A C Q setzen wir

A= U{O CA:0€0} (Innere von A)
A= ﬂ{F DA:F°e0} (Abschluss von A)
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1.6 Produktraume

Definition 1.55. Ist (£2;, O;);cr eine Familie von topologischen Rdumen, so heiftt die
von

{ X 4;x X Qi:JQI,Jendlich}

jeJ i€I\J

erzeugte Topologie Produkttopologie auf Q = X €.
i€l

Beziiglich der Produkttopologie O sind alle Projektionen m;, i € J stetig:

W;I(AZ)ZAZX >< QjEQ, AZEOZ
jen{i}

Besonders schone Eigenschaften erhédlt man unter Abzahlbarkeit.

Satz 1.56. Sei (2, O;)ien eine Familie polnischer Riume. Dann ist der Produktraum
Q versehen mit der Produkttopologie Q) wieder polnisch.

Beweis. Da (); separabel ist, gibt es abzdhlbare w, C , so dass ﬁ; = Q) fir alle 7 € I.
Weiterhin bezeichne 7; die vollstédndige Metrik, die O; erzeugt (wegen {B.(w) = {w' € Q0 :
dlw,w) <e}l:e>0,weN}).
Fiir w,w’ € Q = X Q; wird durch
ieN
1
= —\i\Wi, : AT
o) = 3 L) AD)

i>1
eine vollstdandige Metrik auf ) definiert, die die Produkt-Topologie O erzeugt.
Fiir o’ € X Q ist

ieN
By = {w e X Q1 w; # W fiir endlich viele i € N}
ieN
abzahlbar und dicht in €2 und die Behauptung folgt. O

Definition 1.57. Fiir eine Familie (£2;,.%;);c; von Mafrdumen heifst die o-Algebra

®ﬁi ::0({ X A; % X Q. J<II endlich,AiEﬁi}>

iel jeJ ieI\J

die Produkt-o-Algebra auf Q = X ;. Ist .%;, = Z;, so schreiben wir auch F! =
ieJ
Rier 7 -
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Wieder sind die Projektionen vertraglich mit der Konstruktion: Da

i A) =Ax X Qe R 7

JEI{i) P
ist 7; messbar bzgl. ®;c;.%;. Auberdem ist

®ﬁi:0<{Aj x X QA 63},2’6]}).

= eI\

Unter geeigneten Voraussetzungen ist die Borel-o-Algebra der Produkttopologie gleich der
Produkt-o-Algebren der einzelnen Borel-o-Algebren. Abzahlbarkeit ist eine solche (vgl.
Elstrodt, Kapitel IIL.5).

Lemma 1.58. Ist I abzihlbar und (2, O) polnisch, so gilt

B(Q) = (R B().

iel

Beweis: Wir nutzen folgendes, einfaches topologisches Resultat: Ist (£2, O) separabel, so
hat O eine abzahlbare Basis B, d.h.

= {OieIBi BieBicll behebig}
Leicht: B = {B.(w),¢ € Qi,w € B}.

Da alle (€;, 0;),i € J, separabel sind, haben sie jeweils abzdhlbare Basen B;. Dann ist

Bi={ X 4;x X 01 J <1,J endlich, 4; € B}

jeJ iel\J
eine abzdhlbare Basis von (€2, 0). Dann ist O(B) = #(Q).
Auberdem ist B C Q),.; Z(£), also B(Q) € Q,;c; B(E).
Umgekehrt ist fiir A; € %

A; jeﬁ}Qj e ({4 x j€?\<{i} 0;: A€ 0;})
C B(Q). O

Man erhélt leicht folgendes Resultat iiber erzeugende Halbringe:
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1.6 Produktraume

Lemma 1.59. (i) Sei I endlich, 7€ Halbringe mit o(5¢) = %#;. Dann ist

%::{ XAi:Aieji”i,iEI}
i€l

ein Halbring mit o(H) = Q,c; Fi-
(i1) Sei I beliebig, 7 durchschnittstabil und o(;) = F;. Dann ist

# ={ X a;x X Q20 C1,J endlich, A; € %, € T}

jeJ i€I\J

durchschnittstabil mit o(H) = Q,c; Fi-
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