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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien (Xn) eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen und X eine weitere

R-wertige Zufallsvariable, so gilt

(a)

Xn
f.s.→ X ⇔ ∀ε > 0 : lim

n→∞
P

( ∞⋃
m=n

{|Xm −X| ≥ ε}

)
= 0⇔ sup

m≥n
|Xm −X|

P→ 0

(b) konvergiert Xn
f.s.→ X, so auch stochastisch (Xn

P→ X).

(c) Stochastisches Cauchy-Kriterium. Sind die (Xn) P -fast sicher konvergent, so ist das äquiv-
alent dazu, dass für alle ε > 0 folgendes gilt:

lim
n→∞

P

( ∞⋃
m=1

{|Xm+n −Xn| ≥ ε}

)
= 0

Aufgabe 2 (4 Punkte). Beweisen Sie die folgende Version des schwachen Gesetzes der groÿen

Zahlen:

Seien (Xn) unabhängige und identisch verteilte (i.i.d) R-wertige Zufallsvariablen. Ferner sei

E
[
X2

1

]
<∞. Dann gilt:

lim
n→∞

X1 + · · ·+Xn

n

P→ E [X1] <∞.

Zeigen Sie weiterhin, dass E [X1] <∞.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Es seien (Xn)n∈N, (Yn)n∈N und (Zn)n∈N Folgen reeller, integrierbarer

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit Xn ≤ Yn ≤ Zn für alle n ∈ N
sowie Xn →P X, Yn →P Y und Zn →P Z. Zeigen Sie:

(a) Xn + Yn →P X + Y .

(b) Gilt zusätzlich E[Xn]→ E[X] und E[Zn]→ E[Z], so folgt E[Yn]→ E[Y ].

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei (Xn)n∈N eine Folge von reellen, integrierbaren Zufallsvariablen auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ). Zeigen Sie, dass (Xn)n∈N genau dann gleichgradig

integrierbar ist, wenn die beiden folgen Aussagen gelten:

(a) supn∈NE|Xn| <∞
(b) für alle ε > 0 gibt es ein δ > 0, so dass

∫
A |Xn|dP ≤ ε für alle n ∈ N ist, wenn P (A) ≤ δ ist.


