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Aufgabe 1 (6 Punkte). Sei K > 0. Fiir y € R, zeigen Sie die Identitét
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Hierbei ist ¢ die imaginire Einheit.
Hinweis: Die Fourier-Inversionsformel ist hier hilfreich. Sei hierzu g eine integrierbare Funktion
und § dessen Fouriertransformierte. Dann gilt
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Auperdem sei (1)t := maz{0,-}.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Fiir ein Maf p auf R™ bezeichne ji die Fourier-Transformierte. Zeigen
Sie, dass fiir Wahrscheinlichkeitsmafe p, v gilt:

() FTV =+
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(d) Fiir Jede lineare Abbildung T : R? — R? ist

—

T(u)=foTT,

ir alpha > 0 ist ap = aji.

>

mit 77 die transponierte lineare Abbildung von 7.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien X, Y zwei R-wertige Zufallsvariablen. Zeigen Sie dass X,Y genau
dann unabhéngig sind, falls fiir die charakteristische Funktion ¢(x yy des Zufallsvekrors (X,Y)

e y)(ur, uz) = ox (ur) - oy (uz) , (ur,uz) € R?.

gilt.
Bemerkung: Dieses Resultat ldsst sich auf Zufallsvektoren X und Y wverallgemeinern.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Eine R%-wertige ZV X heikt multivariat normalverteilt (ANVy(u, X)) mit
Erwartungswert 1 € R? und Kovarianzmatrix 3 € R4*? 3 symmetrisch und positiv definit, falls
sie die Dichte

fx(z) = \/(QT);det(Z)eXp <—;(-T — ) S (@ - M))

hat. Zeigen Sie zunidchst, dass ¥ seinen Namen verdient hat, also E [(X; — 1) (X; — pj)] = 3i 5
gilt. Zeigen Sie nun, dass die Koeflizienten von X genau dann unabhéngig sind, wenn ¥; ; = ¢;;0;;



fiir Konstanten c;; gilt. Bestimmen Sie nun die charakteristische Funktion von X fiir gegebenes
p und ¥ (echt positiv definit!).

Hinweis: Nutzen Sie aus, dass zwei Zufallsvektoren mit stetigen Dichten fi, fo auf R™ bzw. R¢
genau dann unabhdngig sind, wenn fir die gemeinsame Dichte fi2(x,y) = fi(x) - f2(y) gilt.

Aufgabe 5 (2 Bonuspunkte). Fiir ein Maf p auf R™ bezeichne i die Fourier-Transformierte.
Fiir ein weiteres Maf v auf R? sei y ® v das Produktmaf. Gehen Sie davon aus dass p und v
Wahrscheinlichkeitsmafie sind. Zeigen Sie

—

pev(e,y) = i(z)-oy),V (z,y) € R" x R



