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Hilfreiche De�nitionen: Es sei I ⊆ N0. Eine Matrix P = (pij)i,j∈I heiÿt stochastische Matrix,
falls die Zeilen von P Wahrscheinlichkeitsmaÿe (Verteilungen) auf I sind, d.h. wenn,

pij ≥ 0 ∀i, j ∈ I und
∑
j∈I

pij = 1 ∀i ∈ I.

Weiterhin seien ν = (ν(i))i∈I eine Verteilung auf I und P = (pij)i,j∈I eine stochastische Matrix.
Man nennt den I-wertigen stochastischen Prozess (Xn)n≥0 eine zeitlich homogene Markovkette

mit Startverteilung ν und Übergangsmatrix P , falls für alle n ∈ N und alle i0, i1, . . . , in, in+1 ∈ I
gilt P(X0 = i0) = ν(i0) und

P(Xn+1 = in+1

∣∣Xn = in, . . . , X0 = i0) = P(Xn+1 = in+1

∣∣Xn = in) = pinin+1 ,

sofern die Ereignisse, auf welche bedingt wird, positive Wahrscheinlichkeit besitzen.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Es sei X1, X2, . . . eine Folge unabhängiger identisch verteilter Zu-
fallsvariablen mit

P (X1 = 1) = p, und P (X1 = −1) = q = 1− p, p ∈ (0, 1).

Seien ferner Sn =
∑n

i=1Xi und Mn = max{Sk|0 ≤ k ≤ n}.
(a) Zeigen Sie, dass Yn = Mn − Sn eine Markovkette ist und bestimmen Sie ihre Übergangs-

matrix.

(b) Zeigen Sie, dassMn = Yn+Sn keine Markovkette ist. (Also: die Summe zweier Markovket-
ten muss nicht unbedingt eine Markovkette sein.)

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei (Ωi,Ai) = ([0, 1],B([0, 1])) für i = 1, 2 und (Ω,A) = (Ω1×Ω2,A1⊗
A2) der Produktraum.

(a) Geben Sie ein Beispiel für eine Menge A ⊂ Ω, für die für alle ωi ∈ [0, 1] der ωi-Schnitt
Aωi ∈ Aj ist (für i, j = 1, 2 und i 6= j), aber A /∈ A gilt.
Hinweis: Der ω1-Schnitt der Menge A ist de�niert als Aω1 := {ω1}×Ω2

⋂
A = {(ω1, ωj) ∈

A} und der ω2-Schnitt analog.

(b) Sei D = {(x, x) | x ∈ [0, 1]} die Diagonale in Ω, λ das Lebesguemaÿ auf Ω1 und µ das
Zählmaÿ auf Ω2, d.h.

µ(A) =

{
|A|, falls A endlich ist,

∞ sonst.

Zeigen Sie D ∈ A, und berechnen Sie∫
Ω2

∫
Ω1

1D(x, y)dλ(x)dµ(y) und
∫

Ω1

∫
Ω2

1D(x, y)dµ(y)dλ(x).



(c) Ist das Ergebnis in Teil b) ein Widerspruch zum Satz von Fubini?

Aufgabe 3 (4 Punkte). Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Ω,A,P) →
(N0,P(N0)) eine messbare Abbildung. Wir de�nieren für k ∈ N0 und A ∈ A

K̃(k,A) :=

{
P(A ∩ {X = k})P({X = k}) für P({X = k}) > 0,

P(A) für P({X = k}) = 0.

Zusätzlich sei K(ω,A) := K̃(X(ω), A) für ω ∈ Ω und A ∈ A. Zeigen Sie:

(a) K̃ : N0 ×A → [0, 1] ist eine Markovkern von (N0,P(N0)) nach (Ω,A).

(b) K : Ω×A → [0, 1] ist ein Markovkern von (Ω, σ(X)) nach (Ω,A).

(c) Für alle A ∈ A und C ∈ σ(X) ist E[1CK(·, A)] = P(C ∩A).

Aufgabe 4 (4 Punkte). Beweisen Sie mit Fubini die Regel der partiellen Integration. Seien
f, g : [a, b]→ R zwei Lebesgue-integrierbare Funktionen, und für x ∈ [a, b] seien

F (x) :=

∫ x

a
f(y)dy und G(x) :=

∫ x

a
g(y)dy.

Dann gilt: ∫ b

a
F (x)g(x)dx = F (b)G(b)−

∫ b

a
G(x)f(x)dx.

Hinweis: Wenden Sie Fubini auf die Funktion h : (x, y) 7→ f(y)g(x)1E(x, y) an, mit

E = {(x, y) ∈ [a, b]2 : y < x}.


