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Aufgabe 1 (4 Punkte). Es sei r : R2 × R2 → R gegeben durch

r((x, y), (u, v)) = |xy − uv|, (x, y), (u, v) ∈ R2.

Untersuchen Sie jeweils, ob (M1, r) oder (M2, r) metrische Räume sind. Dabei sei

M1 = {(x, y)|x ≤ y;x, y ∈ N}, M2 = {(x, y)|x ≤ y;x und y sind Primzahlen}.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass zwei σ-endliche Maÿe µ, ν auf B(R) genau dann

übereinstimmen, wenn für alle stetigen Funktionen f : R → R≥0 mit kompakten Träger µ[f ] =
ν[f ] gilt. Hierbei ist für ein Maÿ µ:

µ[f ] :=

∫
Ω
fdµ.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Geben Sie ein Beispiel für zwei Maÿe µ, ν an, mit ν << µ für das keine

Dichte f mit dν = fdµ existiert.

Hinweis: Der Satz von Radon-Nikodym kann hier hilfreich sein.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei A := {
⋃n

i=1(ai, bi] ⊂ [0, 1]
∣∣ai ≤ bi ∀ i ≤ n ∈ N}. Weiterhin sei

µ : A → [0, 1] eine Mengenfunktion, de�niert durch

µ ((a, b])) := b− a.

(a) Zeigen Sie, dass A eine Algebra, aber keine σ-Algebra ist.

(b) Man betrachte eine paarweise disjunkte Folge (Ai)i∈N ⊂ A. Zeigen Sie, dass die Reihe∑∞
i=1 µ (Ai) einen eindeutigen Grenzwert besitzt. Ist dieser für jede beliebige Partition

von A :=
⋃∞

i=1Ai in A der selbe?


