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Aufgabe 1 (4 Punkte). Gegeben sei eine Menge Ω. Sei C ⊂ 2Ω ein Ring über Ω. Zeigen Sie:

(a) Eine Mengenfunktion µ : C → [0,∞] auf C ist genau dann additiv, wenn Sie endlich additiv

ist.

(b) Die Aussage in (a) ist im allgemeinen falsch, wenn C ein Halbring ist.

Hinweis: Wir nennen µ additiv wenn für disjunkte Mengen A,B ∈ C (ein plus bedeutet dei

Mengen sind disjunkt)

µ(A+B) = µ(A) + µ(B)

gilt. Wir nennen µ endlich additiv wenn für jede endliche disjunkte Familie {Ai}i∈I ⊂ C mit∑
i∈I Ai ∈ C

µ(
∑
i∈I

Ai) =
∑
i∈I

µ(Ai)

gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei Ω = R+ mit Borel σ-Algebra B (R+). Sei Fθ die Verteilungsfunktion
der Exponentialverteilung zum Parameter θ, also

Fθ (x) = 1− e−θx, x ∈ R+.

Wir de�nieren nun die Mengenfunktion µ : B (R+)→ [0, 1] durch

µ (A) = sup
θ∈R+

µθ (A) ,

wobei A ∈ B (R+) und µθ das eindeutige Wahrscheinlichkeitsmaÿ zu Fθ ist. Zeigen Sie, dass µ
eine subadditive Mengenfunktion ist, die nicht echt additiv ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass das System der k-dimensionalen Quader

Qk := {(a, b]
∣∣a, b ∈ Rk, a ≤ b)}

ein Halbring ist, wobei für a = (a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bk) ∈ Rk das Intervall (a, b] de�niert ist
durch

(a, b] := (a1, b1]× . . .× (ak, bk],

und "≤" komponentenweise zu verstehen ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengensysteme jeweils einen Hal-

bring, einen Ring oder eine σ-Algebra bilden.

• A := {N ⊂ N
∣∣|N | <∞∨ |N c| <∞},

• B := {N ⊂ N
∣∣|N | =∞∨ |N c| =∞},

• C := {N ⊂ N
∣∣|N | =∞∧ |N c| =∞}.


