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Aufgabe 1 (4 Punkte)

a) Es sei X eine Standard-Brownsche Bewegung. Zeigen Sie, dass X fast sicher fiir jedes
0 < € < 1 mindestens eine Nullstelle in (0, ) hat.

b) Sei A(w) := {t € [0,00) | X¢(w) = 0}. Zeigen Sie mit Hilfe der starken Markov-
Eigenschaft und a), dass A fast sicher eine abgeschlossene Menge ohne isolierte Punkte
ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Bestimmen Sie fiir £ > 1 die ¢-Variation eines Poisson-Prozesses mit Intensitat A > 0.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien B = (B;)i>0 und B’ = (B})i>0 Brown’sche Bewegungen und 7" := inf{t > 0 | B; = 0}.
Betrachten Sie nun X = (X;) := (Biar), eine bei 0 gestoppte, und Y = (V) := (|Bj]), eine
bei 0 gespiegelte Brown’sche Bewegung. Zeigen Sie fiir alle ¢, x,y > 0, dass

P,(X: <y) =PY(z <Y,

wobei Py( - ):=P(-|By=2x)und PY(-):=P(-|B)=y).

HinwEls: Uberlegen Sie sich, dass fiir eine standardisierte Brown’sche Bewegung (W); beide Seiten
identisch sind zu P(W; > z—y)+P(W; > z+y). Das Reflexionsprinzip kann hierbei hilfreich
sein.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei (Bt)>0 eine Standard-Brownsche Bewegung. Zeigen Sie, dass fiir alle £ > 0 und jede gegen
0 konvergente Folge (hy)nen in R gilt:
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d.h. die Verteilungen der Differenzenquotienten &%Z_Bt konvergieren, aufgefasst als Wahr-

scheinlichkeitsmafle auf R := R U {—o00, 00}, schwach gegen die oben genannte Konvexkom-
bination der Einpunktmassen in —oco und oo.



