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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei (Bt)t≥0 eine Brownsche Bewegung und λ das Lebesgue-Maß auf R. Zeigen Sie:

a) {(ω, t) ∈ Ω×R+|Bt(ω) = 0} ist messbar (bzgl. der Produkt-σ-Algebra F × B(R+)).

b) Es gilt fast sicher, dass
λ
(
{t ≥ 0 | Bt = 0}

)
= 0.

Hinweis: Verwenden Sie bei Aufgabenteil b), dass P(Bt = 0) fast sicher für alle t ≥ 0 gilt, sowie den
Satz von Fubini.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei M = (Mt)t≥0 ein reellwertiges Martingal bezüglich der Filtration F = (Ft). Für
n ∈ N und 0 = t0 < t1 < . . . < tn < ∞ seien weiterhin U0, . . . , Un reellwertige, integrierbare
Zufallsvariablen, wobei Ui messbar bezüglich Fti sei für alle 0 ≤ i ≤ n. Zeigen Sie, dass das
für

H = (Ht)t≥0 mit Ht :=
n∑

k=1

Uk−11(tk−1,tk](t) durch (H·M)t =
n∑

k=1

Uk−1(Mtk∧t−Mtk−1∧t)

definierte stochastische Integral ebenfalls ein Martingal bildet, das fast sicher konvergiert.
Zeigen Sie außerdem, dass es stetige Pfade hat, sofern M stetige Pfade besitzt.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien U1, U2, . . . und T1, T2, . . . Zufallsvariablen, die den folgenden Bedingungen genügen:

1) Un
n→∞−−−→p u,

2) (Tn)n und (UnTn)n sind uniform integrierbar,

3) E[Tn]
n→∞−−−→ 1.

Zeigen Sie, dass dann auch E[UnTn]
n→∞−−−→ u.

Hinweis: Überlegen Sie sich zunächst, dass Tn(Un − u)→p 0.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei (X(t))t≥0 eine Brown’sche Bewegung und Y (t) := e−t/2X(et−1). Zeigen Sie, dass (Y (t))t≥0
ein Gauss-Prozess sowie ein Markov-Prozess ist. Bestimmen Sie außerdem den schwachen
Grenzwert von Y (t) für t→∞.
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