Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2019/20
Prof. Dr. P. Pfaffelhuber Timo Enger, M.Sc.

Ubungen zur Vorlesung
»Stochastische Prozesse*
Blatt 6

Abgabetermin: Mittwoch, 04.12.2019, bis 12.15 Uhr im Vorlesungsraum Albertstrafie 23b
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Ihren Namen an.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei (Bi)i>0 eine Brownsche Bewegung und A das Lebesgue-Ma8 auf R. Zeigen Sie:

a) {(w,t) € Q2 x Ry|Bi(w) = 0} ist messbar (bzgl. der Produkt-o-Algebra F x B(R)).

b) Es gilt fast sicher, dass
A{t>0|B;=0}) =0.

HINWEIS: Verwenden Sie bei Aufgabenteil b), dass P(B; = 0) fast sicher fiir alle ¢ > 0 gilt, sowie den
Satz von Fubini.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei M = (M;)¢>0 ein reellwertiges Martingal beziiglich der Filtration F = (F;). Fiir
ne€Nund 0 =1ty <t <...<t, < oo seien weiterhin Uy, ..., U, reellwertige, integrierbare

Zufallsvariablen, wobei U; messbar beziiglich F;, sei fiir alle 0 < i < n. Zeigen Sie, dass das
fiir

H= (Ht)tZO mit Ht = Z Uk‘—l]]'(tk_l,tk](t) durch (HM)t = Z Uk’—l(Mtk/\t_Mtkfl/\t)
k=1 k=1

definierte stochastische Integral ebenfalls ein Martingal bildet, das fast sicher konvergiert.
Zeigen Sie auflerdem, dass es stetige Pfade hat, sofern M stetige Pfade besitzt.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Seien Uy, Us, ... und 11,75, ... Zufallsvariablen, die den folgenden Bedingungen geniigen:

1) U, =% u,

2) (Tn)n und (UpT)s sind uniform integrierbar,

3) E[T,] =21,

n—oo

Zeigen Sie, dass dann auch E[U,T,] —— wu.

HINWEIS: Uberlegen Sie sich zunéchst, dass T,,(U,, — u) —, 0.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei (X (t))¢>0 eine Brown’sche Bewegung und Y (t) := e %/2X (¢! —1). Zeigen Sie, dass (Y (t))s>0
ein Gauss-Prozess sowie ein Markov-Prozess ist. Bestimmen Sie auflerdem den schwachen
Grenzwert von Y (¢) fiir ¢t — oo.



