Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2019/20
Prof. Dr. P. Pfaffelhuber Timo Enger, M.Sc.

Ubungen zur Vorlesung
»Stochastische Prozesse*

Blatt 4
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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien (X, )n>1 unabhingig und identisch verteilt mit P(X; = 1) = P(X; = —1) = % Seien
Sp:=0und S, :=> " | X; sowiea < 0<beZund Tpy :=min{n > 1|5, € {a,b}} der
erste Zeitpunkt, an dem die Summenfolge entweder a oder b erreicht.

a) Zeigen Sie E[T; ] < co. Insbesondere ist also Ty, < oo fast sicher.

b) Folgern Sie aus a) P(St,, = a) = =

c) Berechnen Sie E[Tj, p].

d) (Bonus) Berechnen Sie E[s??] fiir s € [0, 1].
e) (Bonus) Berechnen Sie V[T, ;].

HiNwWEIS: Wenn Sie nur einzelne Teilaufgaben bearbeiten, diirfen Sie die benotigten Ergebnisse der
vorhergehenden auch ohne Beweis verwenden. Auflierdem sind

(Sn)n>o0, (SEL = N)n>0, (SS"E[SXI]n)nZO

Martingale.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei M ein Martingal in diskreter Zeit. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
a) M ist konstant,
b) M is previsibel,
c) (M)=0.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Essei I ={0,1,...} und M = (M;)ter, N = (Nt)ter quadratisch integrierbare und an dersel-
ben Filtration adaptierte Martingale. Der fast sicher eindeutig bestimmte, prevesible Prozess
((M, N)¢)ier fiir den (MyNy — (M, N)¢)ier ein Martingal ist, heift der Kovariationsprozess
von M und N.

a) Bestimmen sie #hnlich wie in Proposition 15.12 eine explizite Formel fiir (M, N),.
b) Sei H = (Hy)ter previsibel. Zeigen Sie:
(H-M,N)=H - (M,N).

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Seien X; unabhiingig und identisch verteilt mit E[X;] = 0 und E[X?] < oo fiir i = 1,2,....
Sei weiter F; = o(X1,...,X;). Definiere die beiden Martingale S = (S)¢=1,2,. und T =
(Ty)i=1.2,. durch S; = 3°'_| X; und T; = [[;_, (1 + X;). Bestimmen Sie (S, T).



