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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sie T eine Stoppzeit bzgl. einer Filtrierung F = (Ft)t∈I . Die σ-Algebra FT− der Vergangenheit
strikt vor T ist definiert durch

FT− := σ
({
F ∩ {t < T} | F ∈ Ft, t ∈ I

}
∪ F0

)
.

Zeigen Sie:

a) FT− ⊆ FT .

b) T ist FT−-messbar.

c) Sei S eine weitere Stoppzeit bzgl. F mit S ≤ T . Zeigen Sie, dass FS− ⊆ FT− .

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung. Definiere einen neuen Prozess X =
(Xt)0≤t≤1 durch

Xt = (1− t)B t
1−t
.

Zeigen Sie

a) Xt
t→1−−→p 0. (Bonus für 2 Punkte: Zeigen Sie, dass dies sogar fast sicher gilt)

b) (Xt)0≤t≤1 ist eine Version des Prozesses von Aufgabe 2 auf Blatt 2.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeigen Sie den zweiten Teil von Prop 15.6. Das heißt zeigen Sie für X ,Y,P,Q wie in Prop
15.6, dass

Y?Q = X?P

gilt.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei (Mn)n=0,1,... ein nicht-konstantes Martingal bezüglich seiner natürlichen Filtration (Fn)
und für t ∈ R≥0

Xt := Mbtc + (t− btc)
(
Mdte −Mbtc

)
dessen lineare Interpolation.

a) Bestimmen Sie die natürliche Filtration von (Xt)t≥0.

b) Ist die Filtration aus dem a)-Teil rechtsstetig?

c) Bildet (Xt) ein Martingal bezüglich dieser Filtration?
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