Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2019,/2020
Prof. Dr. Angelika Rohde Johannes Brutsche, M.Sc.

Ubungen zur Vorlesung
“ Analysis ITI“

Blatt 8

Abgabetermin: Montag, 16.12.2019, bis 10.00 Uhr in den Briefkésten im Math. Institut
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Seien A,y und v Mafe auf (2, .A). Zeigen Sie:

(a) Wenn fiir alle € > 0 ein A € A existiert mit pu(A) < e und v(A°) < ¢, dann ist g L v.
(b) Sind A < prund g L v, dann auch A L v.

(¢) Wenn g < v und g L v, muss schon p = 0.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass zwei o-endliche Mafe u, v auf (R, B(R)) genau dann iibereinstimmen, wenn
fiir alle stetigen Funktionen f : R — IR>¢ mit kompaktem Tréger gilt:

/Rfd,u:/Rfdy.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Ziel dieser Aufgabe ist es, das folgenden Resultat zu zeigen: Es sei f : [a,b] — R eine
beschrankte Funktion. Dann ist f Riemann-integrierbar genau dann, wenn die Menge der
Unstetigkeitsstellen von f eine Lebesgue-Nullmenge ist.

(a) Es sei (Zy)nen eine Folge von Partitionen mit Z, C Z,41 fiir alle n und der g der
punktweise Grenzwert der f approximierenden unteren Treppenfunktionen auf (Z,)nen,
sowie h der punktweise Grenzwert der f approximierenden oberen Treppenfunktionen.
Folgern Sie die Hinrichtung, indem Sie das Lebesgue-Maf§ von

E :={zx€la,b] | g(x) # h(z)} U U Zn

nelN
bestimmen und zeigen, dass f stetig auf [a,b] \ E ist.

(b) Fiir die Riickrichtung sei E die Nullmenge der Unstetigkeitsstellen, ¢ > 0 und M =
SUPge[q,p) | (). Begriinden Sie, dass Sie £ durch offene Intervalle I,, iiberdecken kénnen
mit > > A(I,) < 757, sowie [a, b] \ E durch offene Intervalle J(x), sodass |f(z) — f(y)| <

€

Sooa fur y,z € J (z) N [a,b]. Wéhlen Sie eine endliche Teiliiberdeckung und basteln sie

aus den Endpunkten der in ihr enthaltenen Intervalle eine Partition von [a, b]. Folgern Sie
mit dieser die Riemann-Integrierbarkeit von f.
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Betrachten Sie den Raum

1
{ f:0,1] - R ‘ f ist (uneigentlich) Riemann-integrierbar mit / |f(z)|dx < oo}
0
modulo der Aquivalenzrelation f ~ g :< fol |f(xz) — g(x)|dz = 0 mit der Norm

1
1] = /0 f(@)d.

Ziel ist es zu zeigen, dass dieser Raum nicht vollsténdig beziiglich dieser Norm ist. Sei dazu
(gn)nen eine Aufzihlung der rationalen Zahlen in [0, 1] und

n
1 1
Fn::U<q1€_2k+27q1€+2k+2>m[0’1]7 F = UFn
k=1 nelN

Weiter seien
fo(z) :==1p,(x) und f(z):= 1p(x).

(a) Nehmen Sie an, (f,,)nen konvergiere gegen eine Riemann-integrierbare Funktion g. Zeigen
Sie, dass dann g = f bis auf eine Lebesgue-Nullmenge gelten muss.

(b) Zeigen sie, dass f nicht Riemann-integrierbar ist.

(c) Fiihren Sie die Annahme, dass g Riemann-integrierbar ist, sofern f = g fast iiberall, zu
einem Widerspruch.

HINWEIS: Zeigen Sie fiir F/ := [0,1] \ F und G := {z € [0,1] | f(z) # g(x)}, dass f auf F'\ G
unstetig ist.



