Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2019,/2020
Prof. Dr. Angelika Rohde Johannes Brutsche, M.Sc.

Ubungen zur Vorlesung
“ Analysis ITI“

Blatt 7

Abgabetermin: Montag, 09.12.2019, bis 10.00 Uhr in den Briefkésten im Math. Institut
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei (2, 4, 1) ein Mafiraum. Fiir eine Funktion f : Q — R definieren wir

0o (= €SSSsu z)| = inf su z)l.
ke = esssuplf(@)] = i s 1762

(a) Zeigen Sie, dass analog zur Holder’schen Ungleichung (Blatt 6, Aufgabe 1) fiir Funktionen
f9:Q— R gilt
[ 1ol du<1fll- [ lol du
Q Q
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(b) Es existiere ein ¢ € IN, sodass ([, |f|%dp)® < oo. Zeigen Sie, dass
1
i ([ 17 d)” =117
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Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (2, A4;) = ([0,1], B(]0,1])) fiir i = 1,2 und (2, A) = (21 x Q2, A1 ® A2) der Produktraum.

(a) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Menge A C €, fiir die fiir alle w; € [0,1] der w;-Schnitt
Ay = A{w2 | (w1,w2) € A} € A ist und ebenso A, € Ay, aber A ¢ A gilt.

(b) Sei D = {(z,z) | x € [0,1]} die Diagonale in Q, A das Lebesguema$ auf €; und p das
Zahlmaf} auf Qs, d.h.

A|, falls A endlich ist,
n(4) = {’ |

o0 sonst.

Zeigen Sie D € A, und berechnen Sie
[ [ wepd@d  wd [ @i
Qo J Q1 J Qo

(c) Ist das Ergebnis in Teil (b) ein Widerspruch zum Satz von Fubini?

(bitte wenden)
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

(a) Essei [a,b] C Rund f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass dann Riemann-
und Lebesgue-Integral

b
/ f(z)dz und f(z)dA(x)

[a,b]
existieren und tibereinstimmen.

(b) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Riemann-Integral

/ sin(z) A
0 x

existiert, jedoch nicht das Lebesgue-Integral

/ Md/\(x).
(000) T

Aufgabe 4 (4 Punkte)

(a) Es sei
B, (0) = {(z,y) | 2* +y* <%}

der Kreis mit Radius r. Bestimmen Sie sein A\2-Volumen

N2 (B,(0)) = / 15, 0) (. y)dN2(z, ).
]RQ

HinwEls: Uberpriifen Sie, dass #v/1 — 22 4 arcsin(z) eine Stammfunktion von 2v/1 — 2 ist.

(b) Bestimmen Sie das A3-Volumen der Kugel

Ky = {(z,y,2) | 2* +y* + 2* <r’}.



