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“ Analysis ITI“

Blatt 12

Abgabetermin: Montag, 27.01.2020, bis 10.00 Uhr in den Briefkésten im Math. Institut
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Essein >1und A € R™™"™ eine symmetrische n x n-Matrix mit reellwertigen Eintragen. Wir
definieren die Quadrik
Qa:={r €R" |z Az = 1}.

(a) Zeigen Sie, dass Q4 eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

HINWETS: Betrachten Sie die Funktion f(r) := ' Az und nutzen Sie den Satz vom reguliren
Wert.

(b) Folgern Sie aus (a), dass S"~! eine Untermannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei
On) ={AcRV" | ATA=E,}

die orthogonale Gruppe, wobei E,, die n-dimensionale Einheitsmatrix bezeichne. Ferner sei
Ms(n x n;R) C R"*" = R"™ der Vektorraum der symmetrischen Matrizen.

a) Bestimmen Sie dimg(Ms(n x n; R)).

b) Wir definieren die Abbildung f : R"*" — M,(n x n;R) durch f(A) = AT A. Zeigen
Sie, dass
f'(A) B=A"B+B"A
fiir jedes B € R™" gilt.

HiNweEIlS: Rufen Sie sich einen Zusammenhang zwischen Jacobi-Matrix und Richtungsableitun-
gen in Erinnerung, so kénnen Sie vermeiden, erstere iiberhaupt aufstellen zu miissen.

c¢) Folgern Sie, dass O(n) eine Untermannigfaltigkeit des R™*" ist und bestimmen Sie deren
Dimension.
HinweEls: Nutzen Sie den Satz vom reguldren Wert.

(bitte wenden)
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei I : [a,b] C R ein Intervall. Dann nennen wir eine Abbildung v € C!(I,R") eine
C'-Kurve. Thr Linge L(y) definieren wir durch

n
L(y) = sup D () = y(tio1)ll2.
a§t0<t1<]~l-\1-<tn§b, i—1
ne

(a) Zeigen Sie, dass
b
L) = [ 1@l dr
Sei nun 3 € C!(J,R™) eine weitere C'-Kurve und ¢ € C!(I,J) eine Bijektion mit ¢’ > 0

oder ¢/ < 0, sodass v = 8 o ¢, dann heifit v eine Umparametrisierung von [3. Diese heif3t
orientierungserhaltend, falls ¢’ > 0 gilt, und orientierungsumkehrend, falls ¢’ < 0 gilt.

(b) Es sei v eine Umparametrisierung von . Zeigen Sie, dass dann L(y) = L(5) gilt.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei E C R" und f € C°(E,R") eine Funktion, sowie v € C'(I, E) eine C!-Kurve. Wir
definieren das Kurvenintegral

wobei (-, -) das Standardskalarprodukt auf dem R™ bezeichne.
(a) Zeigen Sie fiir f1, f2 € C°(E,R™) und A, A2 € R, dass

/ Onfr + Aofo)(@)dz = A / Fu(@)dz + Mo / fo(w)da.
Y v Y

(b) Es sei f = o0 ¢ eine Umparametrisierung. Zeigen Sie, dass

/ flx)dx = / f(x)dx falls ¢ orientierungserhaltend,
B v

/ flx)dx = — / f(x)dx falls ¢ orientierungsumkehrend ist.
B v

[yf(x)d:c

mit || - ||; der Supremumsnorm auf 1.

(c) Zeigen Sie, dass
< |1forllr- L),




