
Abteilung für Mathematische Stochastik
Prof. Dr. Angelika Rohde

Wintersemester 2019/2020
Johannes Brutsche, M.Sc.
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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei n ≥ 1 und A ∈ Rn×n eine symmetrische n×n-Matrix mit reellwertigen Einträgen. Wir
definieren die Quadrik

QA := {x ∈ Rn | x>Ax = 1}.

(a) Zeigen Sie, dass QA eine (n− 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f(x) := x>Ax und nutzen Sie den Satz vom regulären

Wert.

(b) Folgern Sie aus (a), dass Sn−1 eine Untermannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei
O(n) := {A ∈ Rn×n | A>A = En}

die orthogonale Gruppe, wobei En die n-dimensionale Einheitsmatrix bezeichne. Ferner sei
Ms(n× n;R) ⊂ Rn×n ∼= Rn2

der Vektorraum der symmetrischen Matrizen.

a) Bestimmen Sie dimR(Ms(n× n;R)).

b) Wir definieren die Abbildung f : Rn×n −→ Ms(n × n;R) durch f(A) = A>A. Zeigen
Sie, dass

f ′(A)B = A>B +B>A

für jedes B ∈ Rn×n gilt.
Hinweis: Rufen Sie sich einen Zusammenhang zwischen Jacobi-Matrix und Richtungsableitun-

gen in Erinnerung, so können Sie vermeiden, erstere überhaupt aufstellen zu müssen.

c) Folgern Sie, dass O(n) eine Untermannigfaltigkeit des Rn×n ist und bestimmen Sie deren
Dimension.
Hinweis: Nutzen Sie den Satz vom regulären Wert.

(bitte wenden)
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei I : [a, b] ⊂ R ein Intervall. Dann nennen wir eine Abbildung γ ∈ C1(I,Rn) eine
C1-Kurve. Ihr Länge L(γ) definieren wir durch

L(γ) := sup
a≤t0<t1<···<tn≤b,

n∈N

n∑
i=1

||γ(ti)− γ(ti−1)||2.

(a) Zeigen Sie, dass

L(γ) =

∫ b

a
||γ′(t)||2 dt.

Sei nun β ∈ C1(J,Rn) eine weitere C1-Kurve und φ ∈ C1(I, J) eine Bijektion mit φ′ > 0
oder φ′ < 0, sodass γ = β ◦ φ, dann heißt γ eine Umparametrisierung von β. Diese heißt
orientierungserhaltend, falls φ′ > 0 gilt, und orientierungsumkehrend, falls φ′ < 0 gilt.

(b) Es sei γ eine Umparametrisierung von β. Zeigen Sie, dass dann L(γ) = L(β) gilt.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei E ⊂ Rn und f ∈ C0(E,Rn) eine Funktion, sowie γ ∈ C1(I, E) eine C1-Kurve. Wir
definieren das Kurvenintegral ∫

γ
f(x)dx :=

∫
I
〈f(γ(t)), γ′(t)〉dt,

wobei 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt auf dem Rn bezeichne.

(a) Zeigen Sie für f1, f2 ∈ C0(E,Rn) und λ1, λ2 ∈ R, dass∫
γ
(λ1f1 + λ2f2)(x)dx = λ1

∫
γ
f1(x)dx+ λ2

∫
γ
f2(x)dx.

(b) Es sei β = γ ◦ φ eine Umparametrisierung. Zeigen Sie, dass∫
β
f(x)dx =

∫
γ
f(x)dx falls φ orientierungserhaltend,∫

β
f(x)dx = −

∫
γ
f(x)dx falls φ orientierungsumkehrend ist.

(c) Zeigen Sie, dass ∣∣∣∣∫
γ
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ||f ◦ γ||I · L(γ),

mit || · ||I der Supremumsnorm auf I.
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