
Übungen zur Vorlesung
“Wahrscheinlichkeitstheorie“

Wintersemester 2018/19, Blatt 13

Abgabetermin: 31.1.2019, bis 12:00 Uhr
(Geben Sie auf jedem Lösungsblatt Ihren Namen und Ihre Übungsgruppe an.

Bitte nur maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 49 (4 Punkte)

Berechnen Sie nach wie vielen Würfen man bei einer Folge unabhängiger Münzwürfe das
Vorkommen der Folge (Zahl, Zahl, Kopf, Kopf) erwarten kann.

Hinweis: Orientieren Sie sich dabei an Beispiel 13.25.3. Untersuchen Sie vor allem, ob es sich bei (Xt)
tatsächlich um ein Martingal handelt, und geben Sie die Majorante für (XT

t ) an.

Aufgabe 50 (4 Punkte)

Seien p,X0 ∈ (0, 1) und X = (Xn)n∈N0 ein stochastischer Prozess mit Werten in [0, 1]. Für
jedes n ∈ N0 gelte: Gegeben X0, . . . Xn ist

Xn+1 =

{
1− p+ pXn mit Wahrscheinlichkeit Xn

pXn mit Wahrscheinlichkeit 1−Xn.

Zeigen Sie, dass X ein Martingal ist und fast sicher und in L1 konvergiert. Bestimmen Sie
außerdem die Verteilung des Grenzwertes X∞ := lim

n→∞
Xn.

Hinweis: Betrachten Sie für den letzten Teil den Prozess
(
Xn(1−Xn)

)
n
.

(bitte wenden)



Bonusaufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei (Mt)t∈I mit I = −N0 = {. . . ,−2,−1, 0} ein quadratisch integrierbares Martingal
bezüglich der Filtration (Fn)t∈I . Bestimmen Sie den quadratischen Variationsprozess 〈M〉t.

Hinweis: Ein solches Martingal auf einer nach unten unbeschränkten Indexmenge wird auch als
Rückwärtsmartingal bezeichnet. Betrachten Sie für festes T < 0 das Martingal MT :=
(Mt)T≤t≤0 und den Prozess (Qt

T )−∞<T≤t gegeben durch Qt
T := M2

T + 〈MT 〉t.

Bonusaufgabe 2 (4 Punkte)

a) Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B ⊂ F eine Unter-σ-Algebra und B ∈ B mit
P(B) > 0. Zeigen Sie, dass für alle A ∈ F mit P(A | B) > ε gilt

P(A | B) > ε,

wobei P(A | B) die elementare bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichne.

b) Sei τ eine Stoppzeit bezüglich der Filtration (Fn)n∈N0 . Es gebe N ∈ N und ε ∈ (0, 1),
sodass für alle n ∈ N0 gilt

P(τ < n+N | Fn) > ε.

Zeigen Sie, dass τ fast sicher endlich ist.

Hinweis: Zeigen Sie bei b) zunächst, dass für alle k ∈ N0 gilt, dass P(τ ≥ kN) ≤ (1− ε)k.
Verwenden Sie das Ergebnis aus a).

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

http://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2018-2019/vorlesung-wahrscheinlichkeitstheorie-ws-2018-2019


