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Aufgabe 13 (4 Punkte)

Sei (Xn)n∈N eine Folge stochastisch unabhängiger Zufallsvariablen mit P(Xn =
√
n) = 1

n =
1 − P(Xn = 0). Untersuchen Sie diese auf stochastische, P-fast-sichere und Lp-Konvergenz
für alle p ≥ 1. Ist (Xn)n gleichgradig integrierbar?

Aufgabe 14 (4 Punkte)

Nennen Sie jeweils ein Beispiel und ein Gegenbeispiel von Zufallsvariablen (Xn)n∈N und einer
Menge A für die folgenden Identitäten:

a) P({lim sup
n→∞

Xn ∈ A}) = P(lim sup
n→∞

{Xn ∈ A}).

b) P(lim sup
n→∞

{Xn ∈ A}) = lim sup
n→∞

P({Xn ∈ A}).

c) lim sup
n→∞

P({Xn ∈ A}) = P({lim sup
n→∞

Xn ∈ A}).

Aufgabe 15 (4 Punkte)

Eine Folge von Mengen (An)n∈N heißt konvergent, wenn lim inf An ⊃ lim supAn =: A∞.
Zeigen Sie, dass für σ-Algebren (Fn)n∈N mit An ∈ Fn für alle n und (An) konvergent der
Grenzwert der Mengenfolge, A∞, in der terminalen σ-Algebra T (F1,F2, . . .) enthalten ist. In
welchem Zusammenhang steht die Konvergenz von (An) mit der von (Ac

n)?

Hinweis: Der Limes inferior eines Mengensystems (Bn)n≥1 ist gegeben durch

lim inf Bn :=
⋃
n≥1

⋂
m≥n

Bm.

Überlegen Sie sich zunächst, dass im Allgemeinen lim inf An ⊂ lim supAn.

(bitte wenden)



Aufgabe 16 (4 Punkte)

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) sei eine Folge von unabhängigen, identisch zum
Parameter α > 0 exponentialverteilten Zufallsvariablen (Xn)n∈N gegeben. Zeigen Sie

a) P
(

lim sup
n→∞

Xn

lnn
=

1

α

)
= 1 und b) P

(
lim inf
n→∞

Xn

lnn
= 0
)

= 1.

Hinweis: Es ist lim supn→∞
Xn

lnn ≤
1
α genau dann, wenn für alle ε > 0 nur höchstens endlich viele der

Ereignisse {Xn

lnn ≥
1
α + ε} eintreten.

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

http://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2018-2019/vorlesung-wahrscheinlichkeitstheorie-ws-2018-2019


