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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Eine Brownsche Brücke ist ein Gauss’scher Prozess (Xt)0≤t≤1 mit X0 = 0, E[Xt] = 0 und
E[XsXt] = s ∧ t− st für alle 0 ≤ s, t ≤ 1.

a) Zeigen Sie, dass für eine Standard-Brownsche Bewegung (Bt)t≥0 die Prozesse

Xt := (1− t)B t
1−t

,

X ′t := Bt − tB1,

für 0 ≤ t ≤ 1, jeweils Brownsche Brücken definieren.

b) Es sei umgekehrt (Xt)0≤t≤1 eine Brownsche Brücke. Zeigen Sie, dass durch

Bt := (t + 1)X t
t+1

eine Standard-Brownsche Bewegung definiert wird.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Zeigen Sie mithilfe des Skohorodschen Einbettungssatzes den Zentralen Grenzwertsatz von
Lévy, d.h. zeigen Sie für eine unabhängige identisch verteilte Folge von Zufallsvariablen (Xi)i≥1
mit E[X1] = 0 und E[X2

1 ] = 1, dass

Sn√
n

L−→ Z für n→∞

wobei Z ∼ N(0, 1) und Sn =
∑n

i=1Xi.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei B =
(
B

(1)
t , . . . , B

(k)
t

)
t≥0 eine k-dimensionale Standard-Brownsche Bewegung, die im Punkt

x = (x1, . . . , xk) startet, d.h. die einzelnen Komponenten (B
(i)
t )t≥0 sind jeweils voneinander

unabhängige Brownsche Bewegungen mit B
(i)
0 = xi fast sicher (oder äquivalent: (B

(i)
t −xi)t≥0

sind unabhängige Standard-Brownsche Bewegungen für alle 1 ≤ i ≤ k).

Es gelte ‖x‖2 =
√
x21 + · · ·+ x2k < r für ein r > 0, und Tr := inf{t > 0 : ‖Bt‖2 = r}

sei der erste Zeitpunkt, an dem die Brownsche Bewegung die k − 1-dimensionale Sphäre
Sk−1
r (0) = {x ∈ Rk | ‖x‖2 = r} mit Radius r um den Ursprung erreicht.

Bestimmen Sie E[Tr].

Hinweis: Zeigen und verwenden Sie, dass (‖Bt‖22−kt)t≥0 ein Martingal ist bzgl. der von B erzeugten
Filtrierung FB auf dem Rk (das sollte man sich kurz genauer überlegen).
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