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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Zeigen Sie für eine Standard-Brownsche Bewegung (Bt)t≥0, dass fast sicher gilt

λ
(
{t ≥ 0 | Bt = 0}

)
= 0.

Hinweis: Man zeige E[λ
(
{t ≥ 0 | Bt = 0}

)
] = 0. Begründen Sie, dass jeder stetige stochastische

Prozess (Xt)t≥0 als Abbildung R+ × Ω→ R messbar ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung und Yt := e−t/2Bet−1. Zeigen Sie, dass (Yt)t≥0
ein Gauss-Prozess sowie ein Markov-Prozess ist. Bestimmen Sie außerdem den schwachen
Grenzwert von PYt für t→∞.

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass ein Gauss-Prozess (Xt)t≥0 genau dann ein Markov-
Prozess ist, wenn Cov(Xs, Xu)Var(Xt) = Cov(Xs, Xt)Cov(Xt, Xu) für alle s ≤ t ≤ u gilt.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung sowie a ∈ R \ {0} und Ta die erste Treffzeit
von a. Zeigen Sie, dass E[Ta] =∞.

Hinweis: Beweisen Sie zunächst, dass für jedes x > 0 gilt E[e−xTa ] = e−|a|
√
2x. Optional Sampling

und Aufgabe 3 von Blatt 10 können nützlich sein.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung. Zeigen Sie, dass für alle t ≥ 0 und jede gegen
0 konvergente Folge (hn)n∈N in R gilt:

L
(
Bt+hn −Bt

hn

)
w−→ 1

2
δ−∞ +

1

2
δ∞ für n→∞,

d.h. die Verteilungen der Differenzenquotienten
Bt+hn−Bt

hn
konvergieren, aufgefasst als Wahr-

scheinlichkeitsmaße auf R := R ∪ {−∞,∞}, schwach gegen die oben genannte Konvexkom-
bination der Einpunktmassen in −∞ und ∞.
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