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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Gegeben seien α, σ2 ∈ (0,∞). Zeigen Sie:

Durch Kt(x, ·) := N(xe−αt, σ
2

2α(1− e−2αt)) für t > 0, K0(x, ·) := εx wird eine Halbgruppe von
Markovkernen gegeben, d.h.:

Ks+t(x,B) =

∫
R

Kt(y,B)Ks(x, dy) ∀(x,B) ∈ R× B und s, t ∈ R+.

Hinweis: Folgende Gleichung vereinfacht die Rechnung:
∫
B

1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 dx =
∫
B−µ

1√
2πσ2

e−
x2

2σ2 dx.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei (Xt)t≥0 ein Lévy-Prozess mit den zusätzlichen Eigenschaften

a) E[|Xt|] <∞ für alle t ≥ 0,

b) die Abbildung t 7→ E[Xt] ist stetig auf R+.

Zeigen Sie, dass (Xt)t≥0 eine rechtsseitig stetige Modifikation besitzt, falls die Filtrierung den
üblichen Bedingungen genügt. Erfüllt diese Modifikation auch noch die Eigenschaften a) und
b) ?

Aufgabe 3 (4 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass (N(0, t))t≥0 eine stetige Faltungshalbgruppe bildet.

b) Wir nennen den Lévy-Prozess, der durch die Faltungshalbgruppe aus a) definiert ist,
auch Standard Brownsche Bewegung. Zeigen Sie mithilfe von Satz 5.5, dass es eine
Modifikation der Standard Brownschen Bewegung mit stetigen Pfaden gibt.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Seien Z1, Z2, . . . u.i.v mit Z1 ∼ Exp(λ). Sei weiter Nt = max{n ∈ N0|
∑n

i=1 Zi ≤ t}. Zeigen
Sie:

a) Nt ∼ Pois(λt) für alle t ∈ R+,

b) (Pois(λt))t≥0 bildet eine stetige Faltungshalbgruppe, daher existiert ein Lévy-Prozess
(Ñt)t≥0 mit Ñt ∼ Pois(λt).

Wir nennen diesen Lévy-Prozess auch Poisson-Prozess zum Paramter λ.
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