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Aufgabe 1 (4 Punkte)

a) Geben Sie einen stochastischen Prozess mit stetigen Pfaden an, dessen erzeugte Fil-
tration nicht rechtsstetig ist.

b) Sei X = (Xt)t≥0 ein stochastischer Prozess mit rechtsseitig stetigen Pfaden. Geben
Sie eine Modifikation X̃ von X an, welche keine rechtsseitig stetige Pfade besitzt.
Ist dann die Abbildung t 7→ E[X̃t] rechtsseitig stetig?

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Ein auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) definierter stochastischer Prozess X =
(Xt)t≥0 heißt Gaußscher Prozess, falls (Xt1 , . . . , Xtn) für alle n ≥ 1, 0 ≤ t1 < · · · < tn
n-dimensional normalverteilt ist. Seien nun µ : [0,∞) → R und Γ : [0,∞) × [0,∞) → R

messbare Funktionen mit den folgenden Eigenschaften:

a) Γ(s, t) = Γ(t, s) für alle s, t ≥ 0

b) für 0 ≤ t1 < · · · < tn ist (Γ(ti, tj))i,j=t1,...,tn nichtnegativ definit.

Zeigen Sie, dass ein Gaußscher Prozess X = (Xt)t≥0 existiert mit E[Xt] = µ(t) und
Cov(Xs, Xt) = Γ(s, t) für alle s, t ≥ 0.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Kolmogorov 1.4

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei (Ω,F , (Px)x∈E , (Xt)t≥0, E,B(E)) ein schwacher Markov-Prozess. Zeigen Sie, dass (Ω,F ,
Px, (Xt)t≥0, E,B(E)) für festes x ∈ E ein elementarer Markov-Prozess ist.

Hinweis: Verwenden Sie: PXs(Xt ∈ B) = Ex(PXs(Xt ∈ B)|Xs) Px-fast sicher. Warum gilt das?
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Seien Q ∈ Rn×n und µ ∈ Rn derart, dass µj ≥ 0, Qij ≥ 0 für alle i, j und
∑n

j=1 µj = 1,∑n
j=1Qij = 1 für alle i. Sei ferner (Ω,F ,P, (Xt)t∈N, {1, 2, . . . , n},B({1, 2, . . . , n})) ein elemen-

tarer Markov-Prozess mit
P(X0 = j) = µj

und
P(Xt+1 = j|Xt) = QXt,j

für alle j = 1, . . . , n, t ∈ N. Zeigen Sie, dass für alle j = 1, . . . , n, s, t ∈ N gilt:

P(Xt+s = j|Xt) = (Qs)Xt,j

und
P(Xt = j) = (µQt)j .
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