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Aufgabe 1 (4 Punkte)

a) Es sei X = (0)t≥0 der Prozess, der konstant 0 ist, T ∼ Exp(1) und Y = (Yt)t≥0
gegeben durch Yt = 1{T=t}. Untersuchen Sie, ob es sich bei diesen beiden Prozesse
um Versionen, Modifikationen bzw. ununterscheidbare Prozesse handelt.

b) Nennen Sie zwei Prozesse, die Versionen voneinander sind, aber keine Modifikationen.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Betrachte folgende Eigenschaften eines stochastischen Prozesses X = (Xt)t≥0:

1: Xt ist exponentialverteilt mit Var[Xt] > 0 für t > 0.

2: Für 0 ≤ t0 < t1... < tn ist (Xti −Xti−1)i=1,...,n eine unabhängige Familie.

3: Für 0 ≤ s < t ist E[Xt −Xs] = t− s.

4: Für 0 ≤ s < t ist Xt −Xs ∼ Xt−s.

5: Es gibt eine Modifikation von X mit stetigen Pfaden.

6: Es gibt keine Modifikation von X mit stetigen Pfaden.

Beweisen Sie (durch Beispiel) oder widerlegen Sie: Es gibt einen stochastischen Prozess X =
(Xt)t≥0 mit X0 = 0 und den Eigenschaften

a) 1, 2, 4 b) 1, 2, 6 c) 1, 3, 5 d) 1, 3, 6

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei (Mn)n≥0 ein nicht-konstantes Martingal bezüglich seiner natürlichen Filtration (Fn) =
σ(Mm|m ≤ n) und für t ∈ R≥0

Xt := Mbtc + (t− btc)
(
Mdte −Mbtc

)
dessen lineare Interpolation.

a) Bestimmen Sie die natürliche Filtration (Gt) = σ(Xs|s ≤ t) von (Xt)t≥0.

b) Bildet (Xt)t≥0 ein Martingal bezüglich dieser Filtration?

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Seien (Xt)t∈T und (Yt)t∈T zwei stochastische Prozesse auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,F , P ) und Y eine Modifikation von X. Zeigen Sie, dass X und Y ununterscheidbar sind,
falls

a) T abzählbar ist

b) beide Prozesse fast sicher rechtsseitig stetige Pfade haben und T ⊂ R ein Intervall ist.
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