Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2018/19
Dr. E.A. v. Hammerstein Timo Enger, M.Sc.

Ubungen zur Vorlesung
»Stochastische Prozesse*

Blatt 5

Abgabetermin: Freitag, 23.11.2018, bis 10.00 Uhr im zugehorigen Briefkasten im UG des
Mathematischen Instituts, Ernst-Zermelo-Strafle 1.
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien X ein quadratintegrierbares Martingal mit quadratischem Variationsprozess (X) und
T eine Stoppzeit. Zeigen Sie, dass der gestoppte Prozess X7 den Variationsprozess (X T> =
(<X>T/\n)n21 hat.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

a) Die symmetrische Dreiecksverteilung T'(a) mit a > 0 hat die Dichte

rao@ =5 (1= 2) e o)

Berechnen Sie die zugehorige charakteristische Funktion ¢7(,) (t) und begriinden Sie an-
hand dieser, dass die Dreiecksverteilung 7'(a) nicht unbegrenzt teilbar sein kann.

b) Zeigen Sie die folgende Aussage:

Sei X eine unbegrenzt teilbare, reelle Zufallsvariable. Ist X beschrinkt, d.h. existiert ein
0< K <oomit P(|X| < K)=1, dann ist X fast sicher konstant.

BEMERKUNG: Daraus folgt, dass es aufler den Einpunktmassen J, keine unbegrenzt teilbaren Wahr-
scheinlichkeitsmafie auf (R, B) mit beschrénktem Trédger geben kann. Insbesondere sind also z.B.
sémtliche Binomialverteilungen B(n,p) und Gleichverteilungen iiber Intervallen [a, b] nicht unbe-
grenzt teilbar.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter p, d.h. X ~ Geom(p) mit
P(X = k) = p(1 — p)*~! fiir k € IN. Berechnen Sie die zugehorige charakteristische Funktion
wx und zeigen Sie durch Betrachtung und Umformung ihres Logarithmus log(go X(t)), dass

X (in Verteilung) die Gestalt X L a4+Y mitV ~ CPois(v) hat (wie sehen a und v genau
aus?). Folgern Sie, dass die geometrische Verteilung unbegrenzt teilbar ist.

HiNwEIS: Verwenden Sie bei der Umformung von log(<p X(t)) die aus der Vorlesung bekannte Reihen-
(_1)71,71

n

entwicklung des komplexen Logarithmus fiir z € C mit |z| < 1:log(1+2) =" Z".

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (3 Punkte)

Fiir a € (0,2] ist die symmetrisch-a-stabile Verteilung Sq (1, o) mit Parametern p € R,0 > 0
definiert durch deren charakteristische Funktion ¢g,_ (4.0)(t) = e~ It Fint | Zeigen Sie:

a) Die Normalverteilungen N (fi,52) sind symmetrisch-a-stabil (mit welchen Parametern o,
p, 7).

b) Wenn (X,,),>1 eine Folge unabhéngiger, identisch Sy (i, o)-verteilter Zufallsvariablen ist,
dann existieren reelle Folgen (¢p)n>1, (dn)n>1 (Welche genau?), so dass fiir alle n > 1 gilt

£<X1+...+Xn—cn

a > = L(X1),

d.h. X; und die obige ,standardisierte“ Summe haben die gleiche Verteilung.

¢) Symmetrisch-a-stabile Verteilungen sind unbegrenzt teilbar.



