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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien X ein quadratintegrierbares Martingal mit quadratischem Variationsprozess 〈X〉 und
T eine Stoppzeit. Zeigen Sie, dass der gestoppte Prozess XT den Variationsprozess 〈XT 〉 =
(〈X〉T∧n)n≥1 hat.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

a) Die symmetrische Dreiecksverteilung T (a) mit a > 0 hat die Dichte

fT (a)(x) =
1

a

(
1− |x|

a

)
· 1{|x|≤a}(x).

Berechnen Sie die zugehörige charakteristische Funktion ϕT (a)(t) und begründen Sie an-
hand dieser, dass die Dreiecksverteilung T (a) nicht unbegrenzt teilbar sein kann.

b) Zeigen Sie die folgende Aussage:

Sei X eine unbegrenzt teilbare, reelle Zufallsvariable. Ist X beschränkt, d.h. existiert ein
0 ≤ K <∞ mit P(|X| ≤ K) = 1, dann ist X fast sicher konstant.

Bemerkung: Daraus folgt, dass es außer den Einpunktmassen δa keine unbegrenzt teilbaren Wahr-

scheinlichkeitsmaße auf (R,B) mit beschränktem Träger geben kann. Insbesondere sind also z.B.

sämtliche Binomialverteilungen B(n, p) und Gleichverteilungen über Intervallen [a, b] nicht unbe-

grenzt teilbar.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter p, d.h. X ∼ Geom(p) mit
P(X = k) = p(1− p)k−1 für k ∈ N. Berechnen Sie die zugehörige charakteristische Funktion
ϕX und zeigen Sie durch Betrachtung und Umformung ihres Logarithmus log

(
ϕX(t)

)
, dass

X (in Verteilung) die Gestalt X
d
= a + Y mit Y ∼ CPois(ν) hat (wie sehen a und ν genau

aus?). Folgern Sie, dass die geometrische Verteilung unbegrenzt teilbar ist.

Hinweis: Verwenden Sie bei der Umformung von log
(
ϕX(t)

)
die aus der Vorlesung bekannte Reihen-

entwicklung des komplexen Logarithmus für z ∈ C mit |z| < 1: log(1 + z) =
∑

n≥1
(−1)n−1

n zn.

(bitte wenden)

1



Abteilung für Mathematische Stochastik
Dr. E.A. v. Hammerstein

Wintersemester 2018/19
Timo Enger, M.Sc.

Aufgabe 4 (3 Punkte)

Für α ∈ (0, 2] ist die symmetrisch-α-stabile Verteilung Sα(µ, σ) mit Parametern µ ∈ R, σ > 0
definiert durch deren charakteristische Funktion ϕSα(µ,σ)(t) = e−σ

α|t|α+iµt. Zeigen Sie:

a) Die Normalverteilungen N(µ̄, σ̄2) sind symmetrisch-α-stabil (mit welchen Parametern α,
µ, σ?).

b) Wenn (Xn)n≥1 eine Folge unabhängiger, identisch Sα(µ, σ)-verteilter Zufallsvariablen ist,
dann existieren reelle Folgen (cn)n≥1, (dn)n≥1 (welche genau?), so dass für alle n ≥ 1 gilt

L
(
X1 + . . .+Xn − cn

dn

)
= L(X1),

d.h. X1 und die obige
”
standardisierte“ Summe haben die gleiche Verteilung.

c) Symmetrisch-α-stabile Verteilungen sind unbegrenzt teilbar.
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