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Ubungen zur Vorlesung
»Stochastische Prozesse*
Blatt 4

Abgabetermin: Freitag, 16.11.2018, bis 10.00 Uhr im zugehorigen Briefkasten im UG des
Mathematischen Instituts, Ernst-Zermelo-Strafle 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien p, Xo € (0,1) und X = (X,,)nen, ein stochastischer Prozess mit Werten in [0, 1]. Fiir
jedes n € INg gelte: Gegeben X, ... X, ist

¥ | 1-p+pX, mit Wahrscheinlichkeit X,
nl = pX,  mit Wahrscheinlichkeit 1 — X,.

Zeigen Sie, dass X ein Martingal ist und fast sicher und in £! konvergiert. Bestimmen Sie
aulerdem die Verteilung des Grenzwertes X, := li_>m Xn.
n o

HINWEIS: Betrachten Sie fiir den letzten Teil den Prozess (X,,L(l — X”))n'

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Geben Sie ein Martingal (My,),>1 an mit lim M, = oo fast sicher.

- n—oo
Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien (X,)n>1 unabhingige, quadratintegrierbare Zufallsvariablen mit » .°, i%Var[XZ-] < 0.
Zeigen Sie mithilfe des Martingalkonvergenzsatzes das starke Gesetz der groflen Zahlen fiir
(Xn)nzl-

Aufgabe 4 (4 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass ein Martingal X = (X,)n>1, fiir das sup,,>; E[|X,[] < oo gilt, nicht not-
wendigerweise in £! konvergiert.
HiNwEIs: Ein solches Martingal ldsst sich aus einer Folge (Y},),>1 unabhéngiger, identisch verteil-

ter Zufallsvariablen mit P(Y,, = 1) = P(Y,, = 0) = J zusammenbauen.

b) Sei (Zn)n>1 eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit P(Z, = 1) = = 1-P(Z, = 0).
Zeigen Sie, dass die Folge in £! konvergiert, aber nicht fast sicher.

HiNweEIs: Bei der Widerlegung der fast sicheren Konvergenz kann das Borel-Cantelli-Lemma hilf-
reich sein.

c¢) Gibt es ein Martingal X = (X,,),>1, das in £, aber nicht fast sicher konvergiert?



