Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2018/19
Dr. E.A. v. Hammerstein Timo Enger, M.Sc.

Ubungen zur Vorlesung
»Stochastische Prozesse*

Blatt 1

Abgabetermin: Freitag, 26.10.2018, bis 10.00 Uhr im zugehorigen Briefkasten im UG des
Mathematischen Instituts, Ernst-Zermelo-Strafle 1.
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sie T eine Stoppzeit bzgl. einer Filtrierung I = (F} ). Die o-Algebra Fp- der Vergangenheit
strikt vor T ist definiert durch

Fr-=c({FNn{t<T}|FeF,tel}UF).
Zeigen Sie:
a) Fr- C Fr.
b) T ist Fp--messbar.

c) Sei S eine weitere Stoppzeit bzgl. IF mit S < T'. Zeigen Sie, dass Fg- C Fp-.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Seien S, T zwei Stoppzeiten bzgl. einer Filtrierung I = (F})ser.

a) Zeigen Sie, dass gilt: A € Fg = AN{S <T} e Fr.

b) Folgern Sie aus a), dass gilt: Fsar = Fs N Fr. Zeigen Sie ferner, dass Fgar die Mengen
{S<T}H{T <SS} {S<T} {T < S} und {S =T} enthilt.
Aufgabe 3 (4 Punkte)

a) Sei (15,)n>1 eine Folge von Stoppzeiten bzgl. einer Filtration ' = (F)er. Zeigen Sie, dass
dann auch T' := sup,,», T, eine Stoppzeit bzgl. I ist.

b) Sei (1},)n>1 eine monoton wachsende Folge von Stoppzeiten bzgl. F und 7" := limy,_,o0 T5,.

Zeigen Sie, dass dann
.FT— =0 ( U F n—> .

n>1

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

a) Sei X = (X,)n>1 ein auf einem Wahrscheinllichkeitsraum (€2, F,P) definierter, zeitdis-
kreter reellwertiger stochastischer Prozess und F = o(X) die von X erzeugte Filtrierung.
Zeigen Sie: Ist der Prozess (Sp)n>1 mit S, := > | X; ein Martingal bzgl. T, so gilt

b) Seien X, Xo,... auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) definierte, reellwertige, un-
abhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X;] = 0 und E[X}] = 0% < .
Ferner seien 7, = o(X1,..., Xp) und Y, == (30, Xi)2—7”L0'2. Zeigen Sie, dass der Prozess
Y = (Y,)n>1 ein Martingal bzgl. F = (F,,)p>1 ist.



