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Übungen zur Vorlesung

”
Mathematische Statistik“

Blatt 12

Abgabetermin: Mittwoch, 23.01.2019, bis 12.00 Uhr im zugehörigen Briefkasten im UG
des Mathematischen Instituts, Ernst-Zermelo-Straße 1.
(Geben Sie auf jedem Lösungsblatt Ihren Namen an.

Sie dürfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien X1, . . . , Xn reelle, unabhängige und identisch nach PX1 verteilte Zufallsvariablen, wobei
die Verteilung PX1 absolutstetig bezüglich des Lebesguemaßes auf (R,B) sei, d.h. PX1 � λ.
Ferner sei Fn die zugehörige empirische Verteilungsfunktion.

a) Berechnen Sie für alle x ∈ R und 1 ≤ k ≤ n die Wahrscheinlichkeit P
(
Fn(x) = k

n

)
.

b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass Fn einen Sprung der Höhe 2
n hat?

c) Seien nun speziell X1, . . . , Xn unabhängig und identisch normalverteilt, d.h. es liege ein
n-faches Gaußmodell M⊗n mit M = (R,B(R), (Pϑ = N(µ, σ2) : ϑ = (µ, σ2) ∈ Θ = R ×
(0,∞))) zugrunde. Zeigen Sie, dass die Größe Dn(F ) aus Definition 4.2.13 der Vorlesung
in diesem Fall unabhängig von X und s2(X) ist.

Hinweis: Eine Aufgabe von Übungsblatt 8 kann hierzu sehr hilfreich sein.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei F := {Fn,x | x ∈ Rn} die Menge aller empirischen Verteilungsfunktionen, d.h.

Fn,x : R→ [0, 1], Fn,x(t) =
1

n

n∑
i=1

1(−∞,t](xi).

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung Fn : (Rn,B⊗n) → (F ,F ∩ BR) mit Fn(x) = Fn,x messbar
ist.

Hinweise: BR ist die σ-Algebra auf dem Raum RR der reellwertigen Funktionen, die durch die
Projektionen (πt)t∈R mit πt(f) = f(t) erzeugt wird.

Zeigen Sie zunächst die folgende Aussage: Seien I 6= ∅ eine Indexmenge, (Ω,A), (Ω′,A′) und

(Ωi,Ai) Messräume für alle i ∈ I, Xi : Ω′ → Ωi messbare Abbildungen und A′ = σ(Xi, i ∈ I).

Dann ist eine Abbildung Y : Ω→ Ω′ A-A′-messbar genau dann, wenn Xi ◦Y A-Ai-messbar ist für

alle i ∈ I.

b) Sei O : Rn → Rn die Ordnungsstatistik aus Aufgabe 4 von Übungsblatt 11. Zeigen Sie,
dass gilt σ(O) = σ(Fn).

Bemerkung: Da die Ordnungsstatistik vollständig und suffizient ist, folgt aus der Gleichheit der

von O und Fn erzeugten σ-Algebren, dass auch Fn eine vollständige und suffiziente Statistik für

Θ = {ϑ | ϑ stetiges oder diskretes Wahrscheinlichkeitsmaß auf (R,B)} ist.

(bitte wenden)
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien X1, . . . , Xn reelle, unabhängige und identisch nach PX1 verteilte Zufallsvariablen und
F eine Klasse von Funktionen f : R → R, so dass für alle f ∈ F gilt E[|f(X1)|] < ∞. Für
Funktionen l, u ∈ L 1(PX1) bezeichnet man die Menge von Funktionen

[l, u] := {f : R→ R | l(x) ≤ f(x) ≤ u(x) für alle x ∈ R}

als zugehörige Klammer. Insbesondere heißt [l, u] eine ε-Klammer, falls E[|u(X1)−l(X1)|] ≤ ε.
Zeigen Sie: Falls für jedes ε > 0 endlich viele ε-Klammern existieren, die F überdecken, so
gilt die Glivenko-Cantelli-Eigenschaft

sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

f(Xi)− E[f(X1)]

∣∣∣∣∣ −→ 0 P-fast sicher für n→∞.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei X = (X1, . . . , Xd)> ∼ N(0,Σ2) d-dimensional normalverteilt mit Mittelwertvektor µ =

0 = (0, . . . , 0) und Covarianzmatrix Σ2 = Idd −
√
π
√
π
>

, wobei Idd die d× d-Einheitsmatrix
sei und π = (π1, . . . , πd)> ein Spaltenvektor mit

∑d
i=1 πi = 1 (

√
π ist dann komponentenweise

zu verstehen, d.h.
√
π =

(√
π1, . . . ,

√
πd
)>

).

Zeigen Sie, dass
∑d

i=1X
2
i ∼ χ2

d−1.
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