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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Sei F die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmaßes auf (R,B). Zeigen Sie, dass für
die Quantilfunktion F−1 aus Definition 4.1.7 der Vorlesung folgende Eigenschaften gelten:

a) Die Quantilfunktion F−1 ist monoton wachsend und linksseitig stetig.

b) F ist stetig ⇐⇒ F−1 ist streng monoton wachsend.

c) F ist streng monoton wachsend ⇐⇒ F−1 ist stetig.

d) F ist streng monoton wachsend =⇒ F−1
(
F (x)

)
= x.

e) F ist stetig =⇒ F
(
F−1(y)

)
= y.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei X eine reelle Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und V ∼ UC(0, 1) eine von X
unabhängige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, dann wird die modifizierte Verteilungs-
funktion F̃ von X definiert durch

F̃ (x, λ) := P(X < x) + λP(X = x) oder äquivalent F̃ (x, λ) := F (x−) + λ
(
F (x)− F (x−)

)
und die Verteilungstransformierte von X durch U := F̃ (X,V ).

Zeigen Sie, dass U ∼ UC(0, 1) gilt und F−1(U) = X fast sicher.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

a) Seien (Xi)i≥1 unabhängige, identisch verteilte, reellwertige Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion F , Fn die empirische Verteilungsfunktion von (Xi)1≤i≤n gemäß Definition
4.1.5 der Vorlesung und Dn := supx∈R |Fn(x)−F (x)|. Der Satz von Dvoretsky, Kiefer und
Wolfowitz besagt:

Es gibt eine nicht von F abhängende Konstante 0 < C <∞, so dass gilt

P(Dn > t) ≤ Ce−2nt2 für alle t > 0, n ∈ N.

Beweisen Sie mit Hilfe dieses Resultats den Satz von Glivenko-Cantelli.

b) Seien (Xi)i≥1 unabhängige, identisch verteilte Bernoulli-Variablen mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p ∈ (0, 1), d.h. Xi ∼ Ber(p), und F die zugehörige Verteilungsfunktion. Ferner
sei Fn die empirische Verteilungsfunktion von (Xi)1≤i≤n. Zeigen Sie ohne Verwendung des
Satzes von Glivenko-Cantelli, dass

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| → 0 fast sicher.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (2 Punkte)

Sei M ein statistisches Modell ähnlich wie in Beispiel 4.1.1 der Vorlesung, d.h. Θ ist die
Menge aller stetigen oder diskreten Wahrscheinlichkeitsmaße auf (Ω,F ) = (R,B), und M⊗n

das zugehörige Produktmodell. Zeigen Sie, dass für x = (x1, . . . , xn) ∈ Ωn = Rn und A ∈ B
das empirische Maß

µ̃x(A) :=
1

n

n∑
i=1

1A(xi)

ein gleichmäßig bester erwartungstreuer Schätzer für die Kenngröße τ(ϑ) = ϑ(A) ist (beach-
ten Sie, dass hier ϑ = Pϑ).

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass die Ordnungsstatistik O : Rn → Rn, O(x1, . . . , xn) =

(x(1), . . . , x(n)), die die Beobachtung x = (x1, . . . , xn) in aufsteigender Reihenfolge sortiert, eine

vollständige und suffiziente Statistik ist.
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