Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2018/19
apl. Prof. Dr. S. Tappe Dr. E.A. v. Hammerstein

Ubungen zur Vorlesung
~Mathematische Statistik*

Blatt 10

Abgabetermin: Mittwoch, 09.01.2019, bis 12.00 Uhr im zugehorigen Briefkasten im UG
des Mathematischen Instituts, Ernst-Zermelo-Strafle 1.
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei (,.Z,(Py : ¥ € {0,1})) ein statistisches Modell mit genau zwei verschiedenen Wahr-
scheinlichkeitsmafien Py und Py. Fiir o € [0,1] sei G*() := Gx (1) = Eq[p}] die Giite des
(gleichmiflig) besten Tests ¢} zum Irrtumsniveau « fiir Hy = {0} (d.h. Py liegt vor) gegen
Hy = {1} auf der Alternative. Zeigen Sie:

a) Die Funktion G*(«) ist konkav auf [0, 1].
b) Fiir alle o € (0,1) gilt o < G*(«).

¢) Py wird genau dann durch Py dominiert (d.h. P; < Pp), wenn G*(0) = 0.

d) Die Abbildung « +— &) st fallend und stetig auf (0,1].

[0}

HiNwWEIS: In dieser Aufgabe soll ein Test ¢ in Verallgemeinerung von Definition 3.1.2 der Vorlesung
als eine Abbildung ¢ : Q — [0, 1] aufgefasst werden. Fiir eine Beobachtung x gibt dann ¢(z) die
Wahrscheinlichkeit an, sich fiir die Alternative H; zu entscheiden, d.h. Testentscheidungen sind hier
nicht mehr notwendigerweise deterministisch. Insbesondere ist damit z.B. auch ¢(z) = ¢ ein zuléssiger
Test zum Irrtumsniveau ¢ € [0, 1].

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass im n-fachen GauBmodell .#Z%", # = (R,B(R),(Py = N(u,08) : 9 = p €
© = R)) mit unbekanntem Mittelwert ¥ und bekannter Varianz o3 > 0 fiir das Testproblem
©9 = {Vo} gegen O = R\{p} und a € (0, 1) kein gleichmiBig bester Test zum Irrtumsniveau
o existiert.

HINWEIS: Verwenden Sie auch hier die allgemeinere Testdefinition aus Aufgabe 1 mit ¢(x) = ¢ als
zuléissigem Test. Die Aussage des Neyman-Pearson-Lemmas &dndert sich dadurch nicht, der Beweis
funktioniert genauso fiir allgemeinere Tests ).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Ein zuldssiger Test ¢ zum Irrtumsniveau « heifit unverfilscht, wenn G,(¥) > o fiir alle
¥ € O4. Zeigen Sie fiir das Testproblem aus Aufgabe 2 mit oy = 1:

a) Jeder unverfillschte Level-a-Test ¢ fiir das Testproblem ©¢ = {J} gegen ©1 = R\ {9o}
erfiillt die Bedingungen

1) Ey, [90] =q, 2) Ey, [YSO] = aty,

wobei X = % Yo, X; das arithmetische Mitel der Beobachtungen sei.

HINWEIS: Schauen Sie sich fiir 2) einmal die Ableitung der Giitefunkion an.
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b) Der Test ¢, aus Satz 3.1.10 der Vorlesung mit ¢ = NG 16st das Minimierungsproblem

arg min (1 — Ey[g]), ¥ € O,
@Level-a-Test

es gelten die Bedingungen 1) und 2).

und ist damit ein gleichméBig bester unverfialschter Level-a-Test.

HINWEIS: Minimieren Sie fiir \; € R und Az > 0 den Ausdruck A\ja+XoEy, [(X —90)¢]+(1—Ey, [¢])
fiir beliebiges, aber festes ¥; € ©1.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

a) Gegeben sei das n-fache Exponentialverteilungsmodell .#Z®" mit .# = (R, B(R4), (Py =
Exp(¥9) : ¥ € (0,00))), wobei mit Ey[X;] = £ =: i der Erwartungswert der Beobachtungen
bezeichnet werde und X = 1 3" | X;. Betrachtet werden soll das Testproblem 6 = (0, ]
gegen ©1 = (g, 00). Bestimmen Sie ein ¢, so dass der Test

Pec = ﬂ{y> ey

= 2n

ein Level-a-Test ist, und geben Sie (éhnlich wie beim GauB-Test) die Giitefunktion G, (9)
(oder G, (p)) mit Hilfe einer geeignet gewéhlten Verteilungsfunktion explizit an.

b) Geben Sie fiir das n-fache Poissonmodell .Z%" mit .# = (No, B(Ng), (Py = Pois(d) :
¥ € (0,00))) einen gleichm#Big besten Test zum Irrtumsniveau « fiir das Testproblem
O = (0,790] gegen ©1 = (Jp, 00) an.

Wir wiinschen Ihnen frohe Weihnachten

und einen guten Start ins neue Jahr!




