Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2018/19
apl. Prof. Dr. S. Tappe Dr. E.A. v. Hammerstein

Ubungen zur Vorlesung
~Mathematische Statistik*

Blatt 9

Abgabetermin: Mittwoch, 19.12.2018, bis 12.00 Uhr im zugehorigen Briefkasten im UG

des Mathematischen Instituts, Ernst-Zermelo-Strafle 1.
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (6 Punkte)

Beweisen Sie Satz 2.2.2 der Vorlesung in folgenden Schritten:

2)

Zeigen Sie, dass fiir eine Zufallsvariable X; ~ N(0,1) die Verteilung von Y := X? eine
X3-Verteilung mit der Dichte aus Definition 2.2.1 (fiir n = 1) hat.

HiNwEIS: Stellen Sie P(Y < z) mit Hilfe der Verteilungsfunktion von X; dar und ermitteln Sie
daraus dann die Dichte von Y. Es gilt I‘(%) = /7.

Seien Z; ~ I'(A1, B) und Zy = I'(\g, B) zwei unabhéngige, Gamma-verteilte Zufallsvaria-
blen mit Dichten fz, (z) und fz,(x) (vgl. Ubungsblatt 6, Aufgabe 2). Zeigen Sie durch
Anwendung der Faltungsformel

iz / f2 (& — ) () dy,

dass Z1 + Zy ~ T'(A1 + A2, 8), und folgern Sie daraus, dass fiir unabhéingige, identisch nach
N(0,1) verteilte Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt, dass Y | XZ ~ x2.

HiNwEIs: Bringen Sie das Faltungsintegral durch eine geeignete Substution auf die schon aus der
Vorlesung bekannte Form fol tr=1(1 —t)*~1dt (vgl. Definition 1.12.11).

Zeigen Sie nun, dass fiir unabhiingige X ~ N(0,1) und Y ~ x2 die Zufallsvariable Z =

b

=

einer t-Verteilung t,, mit n Freiheitsgraden und der in Definition 2.2.1 angegebenen Dichte

folgt, indem Sie

Xy \
]P’( NiG < x) = /{(u,v)eR2|\}%<I} fumx () fy(v) dudv

mit Hilfe der Substitution z = % in ein Doppelintegral ffoo fR+ ... dv dz umwandeln und
das innere Integral explizit ausrechnen.
HINWEIS: Verwenden Sie dabei die Definition der Gammafunktion: I'(z) = [~ t*te~" dt.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Sei .#®" das n-fache Gleichverteilungsmodell mit .# = (R4, B(Ry), (Py = UC(0,9), ¥ €
O = (0,00))). Sei X = (Xj,...,X,) eine Stichprobe von n unabhéngigen, identisch nach
UC(0,9) verteilten Zufallsvariablen und X,y := max{X1,..., Xy }.

a)

X
Zeigen Sie, dass 59 ") ein Pivot fiir 9 ist und verwenden Sie diese Eigenschaft, um zu zeigen,
dass
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ein Konfidenzintervall zum Niveau « fiir den Parameter 9 ist.

b) Wie ist ¢, zu wihlen, damit auch [X(,), caX(,)] ein Konfidenzintervall zum Niveau o fiir
¥ ist?

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei .#®™ das n-fache Exponentialverteilungsmodell mit .#Z = (R,B(R),Pﬁ = Exp(v) : ¥ €
(0,00)). Sei X = (Xj,...,X,) eine Stichprobe von n unabhéngigen, identisch nach Exp(¢)
verteilten Zufallsvariablen und Xy := min{Xy,..., X, }.

a) Zeigen Sie, dass

—In(1— %) —In(3)
nX(l) ’ nX(l)

ein Konfidenzintervall zum Niveau « fiir den Parameter 9 ist.

b) Bekanntlich ist in diesem Modell @\ML(X) = % mit X = 137" X, der Maximum-
29n

Likelihood-Schétzer fiir ¥. Zeigen Sie, dass To () ein Pivot ist und bestimmen Sie damit
ML

ein alternatives Konfidenzintervall zum Niveau « fiir 9.

HINWEIS: Verwenden Sie Aufgabe 1 b) und iiberlegen Sie sich, dass fiir eine I'(\, 8)-verteilte Zu-
fallsvariable Z und a > 0 gilt aZ ~ T'(N, 8). Wie sehen X und 8’ dabei genau aus?

Aufgabe 4 (3 Punkte)
Sei # = (Q,F,(Py: 9 € O)) ein statistisches Modell mit © C R. Zeigen Sie:

a) Ist C': Q@ — B(R) ein Konfidenzintervall zum Niveau « fiir 7(9) = 9 und 9y € O, so ist

)1, Yo ¢ C(x),
90190(1') - {0’ 9o € C(.T})

ein Test der einfachen Hypothese ©g = {¥y} gegen die Alternative ©; = © \ {Jp} zum
Niveau a.

b) Sei umgekehrt fiir jedes ¥y € O ein Test ¢y, (z) zum Niveau « fiir die einfache Hypothese
©p = {Uo} gegen die Alternative ©1 = © \ {¥o} gegeben, dann ist

Clx) ={v €O | py(z) = 0}

ein Konfidenzintervall zum Niveau « fiir 7(¢) = 9.



