
Abteilung für Mathematische Stochastik
apl. Prof. Dr. S. Tappe

Wintersemester 2018/19
Dr. E.A. v. Hammerstein
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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei M = (Ω,F , (Pϑ : ϑ ∈ Θ)) ein statistisches Modell, dann heißt eine Statistik V Ancillary-
Statistik, falls für alle ϑ ∈ Θ gilt, dass die Verteilung PVϑ von V bzgl. Pϑ nicht von ϑ abhängt.

a) Zeigen Sie: Ist T eine vollständige und suffiziente Statistik, so ist jede Ancillary-Statistik
V unabhängig von T bezüglich Pϑ für alle ϑ ∈ Θ.

b) Folgern Sie aus Teil a), dass im n-fachen Gaußmodell M⊗n, M = (R,B(R), (Pϑ =
N(µ, σ20) : ϑ = µ ∈ Θ = R)) mit bekannter Varianz σ20 die Größen X = 1

n

∑n
i=1Xi

und s2(X) = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −X)2 unabhängig sind.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Gegeben sei das n-fache Bernoulli-Modell M⊗n mit M = ({0, 1},P({0, 1}, (Pϑ = Ber(ϑ) :
ϑ ∈ Θ = (0, 1))) (vgl. Beispiele 1.1.9–1.1.11 der Vorlesung) und T = B((0, 1)), dann ist
(M⊗n,T ) ein Bayes’sches Modell. Die a-priori-Verteilung sei eine Beta-Verteilung Beta(a, b)
(vgl. Definition 1.12.11 der Vorlesung), d.h. ν = Beta(a, b) mit a, b > 0.

a) Bestimmen Sie die a-posteriori-Verteilung für ϑ, gegeben die Beobachtungen X1, . . . , Xn,
und zeigen Sie, dass

Xa,b :=

∑n
i=1Xi + a

n+ a+ b

der a-posteriori-Erwartungswert von ϑ ist.

b) Berechnen Sie für die Kenngröße τ(ϑ) = ϑ und den a-posteriori-Erwartungswert Xa,a aus
Teil a) den mittleren quadratischen Fehler Fϑ(Xa,a) sowie den über X und ϑ gemittelten
Fehler Fν(Xa,a) (vgl.Definition 1.12.13 (a) der Vorlesung).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Betrachten Sie wie in Aufgabe 3 das n-fache Bernoulli-Modell mit der a-priori-Verteilung ν :=
1
2(λ[0,1] + δ 1

2
), wobei λ[0,1] das auf das Intervall [0, 1] eingeschränkte Lebesguemaß bezeichne

und δ 1
2

die Einpunktmasse (Dirac-Maß) im Punkt x = 1
2 .

Berechnen Sie die a-posteriori-Verteilung von ϑ gegeben X1, . . . , Xn.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei M⊗n das n-fache Exponentialmodell mit M = (R+,B(R+), (Pϑ = Exp(ϑ) : ϑ ∈ (0,∞)))
und T = B((0,∞)), dann ist

L : Θ× Ω→ R+, L(x, ϑ) = ϑne−ϑ
∑n

i=1 xi

n∏
i=1

1[0,∞)(xi)

als stetige Funktion in ϑ und x T ⊗F = B((0,∞))⊗B(R+)-messbar, d.h. (M⊗n,T ) ist ein
Bayes’sches Modell. Die a-priori-Verteilung ν auf (Θ,T ) sei die Gamma-Verteilung Γ(λ, β)
mit festen Parametern λ, β > 0 (vgl. dazu auch Übungsblatt 6, Aufgabe 2 b)).
Bestimmen Sie die a-posteriori-Verteilung für ϑ, gegeben die Beobachtungen X1, . . . , Xn, und
daraus den Bayes-Schätzer für die Kenngröße τ(ϑ) = ϑ.
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