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Kapitel 1

Punktschatzer

1.1 Statistische Modelle

Definition 1.1.1. FEs sei © eine Menge.

(a) Ein statistisches Modell ist ein Tripel # = (Q, F,(Py : ¥ € O)) bestehend aus:

o FEiner Menge ); dem Stichprobenraum.

e Finer o-Algebra .F tber Q; der Algebra der Beobachtungen.
e Einer Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen (Py : ¥ € ©) auf (2, F).

(b) © heifit der Parameterraum.

(c) Ist © C RY, so sprechen wir von einem parametrischen Modell.

Definition 1.1.2. Ist # = (Q,.F,(Py : U € ©)) ein statistisches Modell, so ist das
n-fache Produktmodell gegeben durch

M= (0, T (P59 € 9)).

Zur Erinnerung: Die Normalverteilung mit Parametern x4 € R und o2 > 0 ist die
absolutstetige Verteilung auf (R, B(R)) mit Dichte f: R — R, gegeben durch

f(x)w%exp(—%).

Wir bezeichnen sie mit N(u, 0?).
Beispiel 1.1.3 (Gauk-Produktmodell). Wir betrachten das Gaufi-Modell

%:<Q,97(Pgi’ﬂ€@))



mit © = R x (0,00) und

Py = N(u,0%), 0= (p,0%) €0.
Wir nennen das n-fache Produktmodell
MO = (Q”,ﬁ’@’", (P59 e @))

gemdfs Definition 1.1.2 das n-fache Gauf-Produktmodell.

Definition 1.1.4. Es sei (E, &) ein messbarer Raum.
(a) Eine messbare Abbildung S : (Q,.7) — (E, &) heifit eine Statistik.
(b) Eine Abbildung 7 : © — E heifit eine Kenngrife.

(c¢) Eine Statistik T : Q — E nennen wir auch einen Schatzer fir T. Haufig benutzen
wir die Notation T =T.

(d) Ist E ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so heifit ein Schitzer T erwartungstreu

fir T, falls

Ey[T) = 7(9) fiir alle 9 € O.

Bemerkung 1.1.5. Wir bezeichnen mit X die Identitdt X : Q0 — Q gegeben durch
X(w) =w fiir alle w € Q. Es gilt X ~ Py unter Py fir alle 9 € ©.

Satz 1.1.6. Es seien X1,..., X, : Q@ — R Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, % ,P). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Zufallsvariablen Xy, ..., X, sind unabhangig.
(ii) Es gilt Po(Xy,..., X)) =ar (PoX,).

Beispiel 1.1.7. Es sei # = (2, %, (Py : 0 € ©)) ein statistisches Modell mit 2 C R.
Wir definieren folgende Statistiken auf dem Produktmodell ™ :

(a) Der arithmetische Mittelwert ist

1 n
O FO 5 R T = — i
Q" F) 2R, 17 n;x



(b) Die Stichprobenvarianz ist

~2 . n XN ~2 . —\2
as Q" ) , o0 (x) - Zzl(x z)
(c¢) Die korrigierte Stichprobenvarianz ist
1 n
2. n ®n 2 N _ 7)?
s2:(Q, FO) S R, s(x).—n_liz:;(@ 7).
Lemma 1.1.8. Es gilt
~2 I -
(ZE) = EZ(xz - )7
i=1
o) = — Y (at - )
n—1e""
Beweis. Ubung. [

Zur Erinnerung: Die Bernoulli-Verteilung mit Parameter p € [0, 1] ist die diskrete
Verteilung auf F = {0, 1} mit stochastischem Vektor 7 : E' — [0, 1] gegeben durch

m 1—p,

m(1) =p.

Wir bezeichnen sie mit Ber(p).

Beispiel 1.1.9 (Miinzwurf). Wir nennen das statistische Modell
M= (Q0,.F,(Py:9€0))

mit © = (0,1) und

Q =0,1},

7 =P(Q),
Py = Ber(v), 9¥€©

das Bernoulli-Modell.




Zur Erinnerung: Die Binomialverteilung mit Parametern p € [0,1] und n € N ist
die diskrete Verteilung auf £ = {0, 1,...,n} mit stochastischem Vektor 7 : E — [0, 1]
gegeben durch

n(k) = (Z)pm et

Wir bezeichnen sie mit Bi(n, p). Offensichtlich gilt Bi(1, p) = Ber(p).

Beispiel 1.1.10 (Anzahl der Erfolge beim mehrfachen Miinzwurf). Wir nennen das
statistische Modell

M= (0.F,(Py:9€O))
mit © = (0,1) und

Q={0,1,...,n},

F =PB(Q),
P, = Bi(n,¥), v€O

das Binomialmodell. Die Statistik

8

T:Q—=R, T(z)=-—
n

st ein erwartungstreuer Schdatzer fiir die Kenngrife
T:0 =R, 7(0)=19.

In der Tat, es sei ¥ € O beliebig. Dann gilt X ~ Bi(n,v) unter Py, und daher
Ey[X] = nd. Es folgt

Beispiel 1.1.11 (Mehrfacher Miinzwurf). Es sei .# das Bernoulli-Modell aus Bei-
spiel 1.1.9. Wir betrachten das n-fache Produktmodell

MO = (Q”,§®”, (P59 e @))
gemdfs Definition 1.1.2. Weiterhin seien

E={0,1,...,n},
& =P(E)



und S : Q" — E die Statistik

S(x) = Zx,

Wir setzen Qg :=P5" o S fiir jedes ¥ € ©. Dann ist das statistische Mdell
N =(E,&,(Qy:v€0))
das Binomialmodell aus Beispiel 1.1.10.

Zur Erinnerung: Die Exponentialverteilung mit Parameter A € (0,00) ist die
absolutstetige Verteilung auf (R, B(R)) mit Dichte f: R — R, gegeben durch

f(@) = Xe Mg, (z).
Wir bezeichnen sie mit Exp(\). Fiir X ~ Exp(A) gilt bekanntlich

P(X>s+t| X >s)=P(X >t) fiiralles,teRy.
Beispiel 1.1.12 (Gliihbirnen). Wir betrachten das statistische Modell
M= (0.F,(Py:9€O))
mit © = (0,00) und

O =R,
Z = B(R),
P, = Exp(v), €O,

und das zugehorige Produktmodell
ME" = (Q”,ﬂ’@", (P59 e @))
gemdfl Definition 1.1.2. Wir betrachten die Kenngrifle
7T:0 =R, 7(0)=-
und die Statistik
S:Q—->Ry, S(z)=uz.

Dann ist S ein erwartungstreuer Schitzer fir 7. In der Tat, es sei ¥ € O beliebig.

Dann gilt Eg[X,] = 5, und daher

Ey[S] = %Zm[xi} = % = 7(9).



Zur Erinnerung: Die Gleichverteilung mit Parametern a,b € R mit a < b ist die
absolutstetige Verteilung auf (R, B(R)) mit Dichte f: R — R, gegeben durch

fz) = Lap) ().
Wir bezeichnen sie mit UC(a, b).
Beispiel 1.1.13. Wir betrachten das statistische Modell
M= (,.F,(Py:9€0))
mit © = (0,00) und

Q=R,
F = B(R),
P, = UC(0,9), €O,

und das zugehdrige Produktmodell
ME" = (Q”,ﬂ(&", (P59 e @))
gemdfS Definition 1.1.2. Wir betrachten die Kenngrdfle
7:(0,00) = R, 7(9) =1,
und die zwei Schatzer

L:O0" SR, L(z) =27,
M:Q" >R, M(x)=max{zy,...,x,}.

Dann ist L ein erwartungstrever Schatzer fir T, wohingegen

n .
Ey[M] = - 119 #£19  fir alle ¥ € O©.
Allerdings gilt
lim ——9 = fiir alle 9 € ©.

1.2 Konsistenz von Schatzern
Es seien (A,)nen eine Folge von statistischen Modellen der Form

My = (Qn, Fn, (P 9 € O)).



Definition 1.2.1. Es seien 7 : © — R eine Kenngrofe, und (T,,)nen eine Folge von
Schatzern T, : Q, — R. Die Folge (T,,)nen heifit (schwach) konsistent fir T, falls

Pr(|T, — 7(0)| > €) =30 fiir alle € > 0 und alle ¥ € ©.
Beispiel 1.2.2. Es sei (M,)nen die gemaf$ Beispiel 1.1.13 gegebene Folge von Schd-
tern fiir 7(¥) = 9. Die Verteilungsfunktionen Fyy, : R — [0, 1] sind gegeben durch

q:n

Fy (37) = Wﬂ(o’ﬁ) + 1[19,00).

Also gilt fiir jedes € > 0

P (| My, — 9] > €) =PI — My, > ¢) = PY(M, <9 —¢) = (19*) 0.

Folglich ist (My,)nen konsistent fiir T.
Satz 1.2.3. Wir nehmen an, dass fir alle ¥ € © gilt

Epn [T,] — 7(0)  fiir n — oo,
Varp[T,] = 0 fiir n — oo.

Dann ist (T,)nen konsistent fiir .
Beweis. Wir setzen fur alle n € N und J € ©
Tn('&) = E]pg [Tn]

Es sei € > 0 beliebig. Mit der Chebyshev-Ungleichung gilt

P5(|Tn =] > €) < IP’Z(ITn — (V)| > g) + ]P’§<|Tn(?9) —7(9)] > g)

n €
=P <|Tn — (V)] > 5) + L{jm(0)—r)> 5}

2
< ( ) Varpn [T,] + 1yjr, (9)—r(9)>5} — 0

fiir n — oo. O

Definition 1.2.4. FEs seien (X,,)neny und X reellwertige Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P).

(a) Wir sagen, dass (X,)nen fast sicher gegen X konvergiert (und schreiben X, I
X), falls

P(X, — X) = 1.
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(b) Wir sagen, dass (X, )nen stochastisch (oder in Wahrscheinlichkeit) gegen X
konvergiert (und schreiben X, 5 X ), falls fir jedes e > 0 gilt

P(|X,, — X|>¢) =0 firn— oo.

Satz 1.2.5. FEs seien (X,)nen und X reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, %, P).

(a) Falls X, I X, dann gilt auch X, > X.

(b) Falls X, R X, dann existiert eine Teilfolge (ny)ren, so dass X, Iy x fiir
k — oo.

Satz 1.2.6 (Starkes Gesetz der grofen Zahlen von Kolmogorov). Es sei (X;,)nen C
L' eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2,.%,P). Dann gilt

1O 5
—ZXZ-f—HL fiir n — oo,
n

i=1

wobei p = E[X].

Definition 1.2.7. Es seien (pn)neny und p Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, B(R)).
Wir sagen, dass (fin)nen schwach gegen u konvergiert (und schreiben i, — 1), falls

/R Fdin — /R Fd

fiir jede stetige, beschrinkte Funktion f :R — R.

Satz 1.2.8. Es seien (X, )neny und X Zufallsvariablen, so dass X, 5 X. Dann qgilt
PoX, 3 PoX.

Satz 1.2.9 (Zentraler Grenzwertsatz). Es sei (X,)nen C £2 eine Folge unabhingi-
ger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit u = E[X;] und o := Var[X;] > 0. Wir
setzen

n Sn ~nu
S, = X, und Y, =———F— firneN.
2 Vit

Dann gilt PoY, 5 N(0,1).
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Nun betrachten wir etwas spezieller ein statistisches Modell
M = (Q,y,(PgiﬁE @))

mit O C R. Es sei QY der Raum aller Folgen mit Werten in ), versehen mit der
Produkt-o-Algebra

FN = 5(X, :neN).

Hierbei ist X, : QY — Q die n-te Koordinatenabbildung. Nach dem Erweiterungssatz
von Kolmogorov existiert fiir jedes 9 € © ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlich-
keitsmah Py auf (QY, F®N) so dass

PE" =Pyo (Xy,...,X,) fiir jedesn € N,

Wir nehmen an, dass die statistischen Modelle (.4,),en gegeben sind durch die kon-
stante Folge

My = (O, FEN, (Py - 0 € O)).

Definition 1.2.10. Es seien 7 : © — R eine Kenngrifie, und (T,,)nen €ine Folge von
Schitzern T, : QN — R.

(a) Die Folge (T,)nen heifit (schwach) konsistent fir T, falls

T, 22 7(9)  fiir alle ¥ € ©.

(b) Die Folge (T,)nen heifst stark konsistent fiir T, falls

T, I3 7(0) beziiglich Py fiir alle 0 € ©.

(¢) Die Folge (T,,)nen heifit asymptotisch normalverteilt, falls fir jedes 9 € © Folgen
(ptn(9))nen C R und (62(9))nen C (0,00) existieren, so dass fiir

T, — ,un(19>
Un(ﬁ)

Y, (9) =

gilt Py o Y,,(9) = N(0,1) fiir alle 9 € ©.

Bemerkung 1.2.11. st eine Folge (T,,)nen von Schdtzern asymptotisch normalver-
teilt, dann gilt fir alle ¥ € ©

Py o T, ~ N(u,(9),02(9))  fiir grofie n € N.

n
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Beispiel 1.2.12. Nun betrachten wir das Bernoulli-Modell
M= (Q,F,(Py: 0 €0O))
mit © = (0,1) und
Q=0,1},

7 =P(Q),
Py = Ber(ﬂ), ¥ e 0O

aus Beispiel 1.1.9. Wir definieren die Kenngrifse
7T:0 =R, 7(W)=19
und die Folge (T,,)nen von Schatzern

1 n
T, N>R, T,=-Y X,

(a) Fir jedes n € N ist T, ein erwartungstreuer Schdtzer fir T.
(b) Die Folge (T,)nen ist stark konsistent fiir T.

(¢) Die Folge (T,)nen ist asymptotisch normalverteilt

Beweis. Es sei ¥ € O beliebig.
(a) Fiir jedes n € N gilt

1 n
Ep\T,| = =) EyX;| =9 =r7(9).
o] =~ 221 o[ Xi] 7(V)
(b) Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen (Satz 1.2.6) gilt

1 - f-s. .
Tn:—g X; = 9 =7(9) beziiglich Py.
"2 — T(¥) beziiglich Py

(c) Wir wihlen
9(1 — )

n

tn(9) ;=19 und o2(0) :=
Weiterhin setzen wir S, := Y., X;. Dann gilt
T,—p,(9)  2-9 S, —nd
o (V) [oa-0) /(1 —49)’
und nach dem zentralen Grenzwertsatz (Satz 1.2.9) folgt Py o Y;,(¥) = N(0, 1)
fiir alle ¥ € ©.

Y, (9) :=

]
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1.3 Momentenschatzer
Wir betrachten ein statistisches Modell
M= (0.F,(Py: 9 €0))
mit 2 C R, und das zugehorige Produktmodell
MO = (0, T (PG 9 € 9))

gemif Definition 1.1.2. Es sei d € N, so dass X; € £
Definition 1.3.1. Fs sei k € {1,...,d} beliebig.

(a) Wir definieren das k-te Moment

m: 0 =R, mp(V) = Eg[XF.

(b) Wir definieren das k-te Stichprobenmoment

n

1
mg: Q" —= R, my(x) = — fo

n -
i=1
Lemma 1.3.2.
(a) Es gilt T = mq(x).
(b) Es gilt 5% = my — m3.
Beweis. Ubung. O]

Definition 1.3.3. FEs sei 7 : © — R€ eine Kenngrifie der Form
T=fo(my,...,mg)
mit einer stetigen Funktion f : D — R®, wobei D C R%. Wir nehmen hierbei an, dass

(m1(9),...,mg(9)) € D fiir alled € © und
(ma(x),...,mq(x)) € D fir alle z € Q".

Dann nennen wir T : Q" — R® gegeben durch
T .= fo(ﬁll,...77/fbd>.

einen Momentenschdtzer fiir T.
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Satz 1.3.4. Momentenschdtzer sind stark konsistent.

Beweis. Es sei ¥ € © beliebig. Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen (Satz
1.2.6) gilt fiir n — oo

— Z Xk my(9)  beziiglich Py

7

fiir alle £ =1,...,d. Wegen der Stetigkeit von f folgt fiir n — oo

~~~~~

Beispiel 1.3.5. Es sei
M = (Q,L@,(}P’ﬁ IS @))

das Gauf-Modell aus Beispiel 1.1.8, wobei © = R x (0,00). Wir betrachten das zuge-
horige n-fache Gaufs-Produktmodell, und die Kenngréfe

7:0 =R 1(p,0?) = (u,0%).
Dann gilt 7 = f o (mq, ma) mit
f:D =R flx,y) = (z,y — 2?),
wobei D C R? gegeben ist durch D = ©. Also ist der Momentenschitzer gegeben durch

T = (M, my —m7) = (X,5%(X)).

1.4 Maximum-Likelihood-Schatzer

Definition 1.4.1. Ein Maf p auf ez’nem messbaren Raum (S, F) heifit o-endlich,
falls eine aufsteigende Folge (B, )neny C F existiert, so dass B, 1 Q und u(B,) < 0o
fur alle n € N.

Beispiele 1.4.2.

(a) Fir jede abzihlbare Menge E ist das Zahlmaf ¢ auf (E,B(E)) ein o-endliches
Maps.

(b) Das Lebesguemafi A auf (R™, B(R™)) ist o-endlich.
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Definition 1.4.3. Es seien (2, . %) ein messbarer Raum, und p, v zwei Mafe auf
(Q, 7).

(a) Wir nennen v absolutstetig beziiglich u (symbolisch v < ), falls
v(A) =0 firalle Ae . mit n(A) =0.
(b) Wir nennen v und p dquivalent (symbolisch v =~ ), falls v < p und p < v;
das heifit, fir jedes A € F gilt u(A) =0 genau dann, wenn v(A) = 0.

Satz 1.4.4 (Satz von Radon-Nikodym). Es seien p ein o-endliches Maf$ und v ein
Map$ auf einem messbaren Raum (Q,.F). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt v < p.

(i1) Es ezistiert eine nichinegative, messbare Funktion f : Q) — R, so dass
v(A) = / fdu  fir alle A e F.
A

In diesem Fall ist die Funktion f fast sicher (beziiglich u) eindeutig bestimmt, und
wir bezeichnen Sie mit

dv
f==
1
Lemma 1.4.5. Es seien u, v, p o-endliche Mafle auf einem messbaren Raum (2, F).
(a) Falls o < v < p, dann gilt

do _do v

dp  dv du’

()"
dv \du)

(b) Falls v ~ p, dann gilt

Definition 1.4.6.
(a) Ein statistisches Modell

//:(Q,fi,(l%:ﬂe@))

heifst ein Standardmodell, falls ein dominierendes Mafl u auf (Q,.F) existiert;
das heifst, p ist o-endlich und es gilt Py < p fir alle ¥ € ©.
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(b) Die Funktion

P
L:OxQ—R,, L(ﬂ,-):ﬁ
dp

heifit Likelihood-Funktion des Parameters ¥ fiir die Beobachtung x.

(c) Gilt sogar Py =~ p fiir alle ¥ € O, so nennen wir
:0xQ—=R, (V,x)=InL, )
die Log-Likelihood-Funktion.

Bemerkung 1.4.7. Es sei i ein o-endliches Maf auf (0, %), so dass i =~ p. Dann
ist 1 ebenfalls ein dominierendes Majs, und fiir die Likelihood-Funktion gilt

LW, z) = L(Y,z) - h(x),
wober
h= 2
dp
Beispiele 1.4.8.

(a) Beim Binomialmodell aus Beispiel 1.1.10 erhalten wir beziiglich p = ( die
Likelihood- Funktion

L:(0,1) x{0,1,...,n} — (0,00), L(9,x)= <Z)19$(1 — )"
Die Log-Likelihood- Funktion ist

(0, 2) = In (Z) +olnd + (n —z)In(l — ¥).

(b) Beim statistischen Modell # aus Beispiel 1.1.13 (mit der Gleichverteilung)
erhalten wir beziglich . = X die Likelihood-Funktion

1
L:(0,00) xR—=Ry, LW,z)= 51(0719)(:1:).

Definition 1.4.9. Es sei
M= (0,.F,(Py:9€O))

ein Standardmodell mit Likelihood-Funktion L : © x) — R,. Ein Schatzer T : Q) — O
fuir den Parameter ¥ heifit ein Maximum-Likelihood-Schatzer, falls

L(T(z),z) = max L(¥,x)  fir alle z € .
€
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Bemerkung 1.4.10. Unter geeigneten Voraussetzungen lifit sich beweisen, dass Maximum-
Likelihood-Schatzer stark konsistent sind.

Definition 1.4.11.

(a) Die Likelihood-Gleichung ist gegeben durch

VoL(0,x) = 0.

(b) Sofern Py = u fiir alle ¥ € O, so ist die Log-Likelihood-Gleichung gegeben durch

V79£<197 LL’) =0

Beispiel 1.4.12. Beim Binomialmodell lautet die Log-Likelihood-Gleichung

T n—x

- — =0.
g 1-9
Der Mazimum-Likelihood-Schdtzer ist
B X
=

Dies ist der Schdtzer aus Beispiel 1.1.10.
Lemma 1.4.13. Fs sei

M = (Q,ﬁ,(ﬁpﬂ e @))
ein Standardmodell mit Likelihood-Funktion L : © x  — R, beziglich p.
(a) Das statistische Modell
ME = (", T (PG 0 € O))

ist ebenfalls ein Standardmodell, und zwar mit Likelihood-Funktion

L0 x Q" =Ry, LO"(0,2) = [ L0, ).

i=1

beztiglich p®™.

b) Gilt sogar Py =~ u fiir alle 9 € ©, dann gilt auch P§" ~ p®", und die Log-
9
Likelihood-Funktion ist gegeben durch

(PO x Q" Ry, (W) =Y (0, 7).
=1
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Beweis. Ubung. [

Beispiel 1.4.14. Beim Gauf-Modell aus Beispiel 1.1.3 erhalten wir beziiglich p = A
die Likelihood-Funktion

L:(Rx(0,00)) x R— (0,00), L((u,a%,x)zﬁexp(—%).

Die Log-Likelihood-Funktion ist gegeben durch

0 (R x (0,00)) x R = (0, 00), 5((u,02),x):ln<\/%>—(x2_02'u)2.

Also ist die Log-Likelihood- Funktion beim n-fachen Gauf-Produktmodell gegeben durch

®": (R x (0,00)) x R* = (0, 00),

n

®"((n,0%),2) =n-In (ﬁ) — ; %

Die Log-Likelihood-Gleichung lautet

r o= (- p)? n
S )
(L )

i=1

Also st der Maximum-Likelihood-Schditzer
T = (X,5%X)).
Lemma 1.4.15. Es gelten folgende Aussagen:
(a) x+ pl =T+ p fiir alle x € R und p € R.
(b) 0*(x + pl) = %(x) fiir alle v € R™ und p € R.
Beweis. Ubung. O]

Zur Erinnerung: Die Gammaverteilung mit Parametern a, A € (0, 00) ist die ab-
solutstetige Verteilung auf (R, B(R)) mit Dichte f : R — R, gegeben durch

)\a

a—1_-—Ax
x 1 S .
F(i) € (o, )(:C)

flx) =
Wir bezeichnen sie mit I'(a, A). Es gilt I'(1, \) = Exp()).
Fiir n € N nennen wir 2 = I'(%, 1) eine Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheits-
graden.
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Lemma 1.4.16. Es seien X1, ..., X, ~ N(0, 1) unabhdngige, standardnormalverteilte
Zufallsvariablen und S := X7 + ...+ X2. Dann gilt S ~ x2.

Satz 1.4.17. Fir das n-fache Gauf-Produktmodell gelten folgende Aussagen:
(a) Es gilt

o? n_, n—1

XN D) und L5000 = 2L o2
n g g

(b) X und 5*(X) sind unabhingig.
(c) X ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir yu.

(d) Fiir alle 9 = (u,0?) € O gilt

Ey[o°(X)] = o”.

(e) s*(X) ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2

Beweis. Es ist leicht nachzuweisen, dass X ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir p
ist, und dass

2
X ~ N(u, U—).
n
Nach Lemma 1.4.15 diirfen wir nun annehmen, dass p = 0. Wir setzen
! 1eR"”
v = —=
1 \/ﬁ )

und wihlen vy, ... v, € R", so dass {vy,...,v,} eine ONB von R" ist. Wir definieren
die orthogonale Matrix

v F
(% V2

A= 7 | = , e R™™,
U, Up,

Dann gilt Av; =e¢; fiirallei =1,...,n. Wir setzen Y := AX. Dann sind Y7,...,Y, ~
N(0, 02) unabhingig. (Kleine Ubung.) Wir setzen Z; :=Y; € Rund Zy := (Y3,...,Y,) €
R 1 Es gilt

N 1 1 1
X==) X;=—Y —X,=—Z7,.
nzl \/ﬁ;ﬁ vt
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Weiterhin gilt

IX = X1)* = [JA(X = XD)|I* = [[Y = XAL|* = ||V — Z1 Avy||*
=Y = Ziea||* = Y = (Z1,0)[* = [|(0, Zo)|I*

Wegen
7 (X) = l|lX - X1|P = l||(0 Zy)|I?
n n y L2

folgt die Unabhingigkeit von X und %(X). AuRerdem gilt fiir jedes ¥ € ©
Es[]](0, Z2)||%] ZEﬁw (n—1)o?

und nach Lemma 1.4.16 gilt

0, Zo) |12
0.2 _

1.5 Mittlerer quadratischer Fehler
Definition 1.5.1. Es seien
M= (0.F,(Py: 9 €O))

ein statistisches Modell, T : © — R eine Kenngrifie und T : Q0 — R ein Schatzer fiir
T.

(a) Wir nennen
Bg(T) = Eﬁ[T] — T(’lg), Jeo

den systematischen Fehler (englisch: bias) des Schditzers T.

(b) Wir nennen
Varg[T] := Ey[(T — Eg[T])?], ¥ €O

die Varianz (bzw. Strewung) von T.
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(¢c) Wir nennen
Fo(T) = E[(T — 7(9))"], V€6
den mittleren quadratischen Fehler (oder kurz Fehler) von T.

Lemma 1.5.2. Fir alle ¥ € © gilt die Zerlegung
Fy(T) = Varyg[T] + By(T)>.

Beweis. Es gilt

O
Lemma 1.5.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) T ist erwartungstreuw.
(1) By(T) =0 fiir alle 9 € ©.
(iii) Fy(T) = Vary[T] fir alle 9 € ©.
Beweis. Folgt aus Lemma 1.5.2. O

Beispiel 1.5.4. Wir betrachten das Binomialmodell aus Beispiel 1.1.10, die Kenn-
grofe 7: © =(0,1) = R, 7(9) = 9 und die Schditzer

T=— wund S= X+1
n n+ 2
Dann st T erwartungstreu fir 7. Weiter gilt
1 1 9(1 — )
]Fﬂ(T) = Varﬁ[T] = ﬁvarﬁ{X] = ﬁnﬁ(l _ pﬁ) — - )

Also gilt auf alle Fille

1
Fy < —  fiir alle v € ©.
4n
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Weiterhin gilt

X +1 1 nd + 1 1—2¢
B =K — = Ey[X]+1) -9 = — = .
0(5) ﬂ{n+2] v n—i—Z( olX]+1) =9 n+2 v n—+2
Also ist S nicht erwartungstreu. Auferdem gilt
X +1 1
_= = X
Varﬁ[S] Varqg |: n12 :| (n T 2)2\/&1"19[ ]
1
= -nd(1 —9).

Also folgt

FEs gibt ein Intervall I,, C © = (0,1), so dass
Fy(S) <Fy(T) fir alle 9 € I,.

Lemma 1.5.5. FEs seien p € (0,00) und X > 0 eine nichtnegative Zufallsvariable.
Dann gilt

E[X7] :/ p)\pfllP’(X > A)dA.
0
Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Fubini erhalten wir

X 0o
E[X7] :]E{ / p)\pld)\} — E[ / p)\plll{X>A}d)\}
0 0

= / p)\p_lE[]l{X>)\}]d/\ = / p/\p_lp(X > )\)d)\
0 0

Beispiel 1.5.6. Wie in Beispiel 1.1.13 betrachten wir das statistische Modell
M = (Q,ﬁ,([% e @))
mit © = (0,00) und

O =R,
F = B(R),
P, = UC(0,9), o €O,
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und das zugehorige Produktmodell
ME" = (Q",ff@m, (P59 e @))
gemdfS Definition 1.1.2. Wir betrachten die Kenngrifle
7:(0,00) = R, 7(0)=17.

Dann gilt T = f omy mit

f:R—=R, f(z)=2z.
Also ist der Momentenschdtzer gegeben durch

L =2, =2X.

Die Likelihood-Funktion beziiglich p = \ ist
1 n
L:OxQ=Ry, LY,2)= o 11 Tj0,91(:).

Also ist der Mamimum-Likelihood-Schitzer gegeben durch
M = max{Xi,..., X, }.
Es gilt

192
Val"ﬁ [Xl] = ﬁ

Da L erwartungstreu ist, folgt

12 30

Fy(L) = Varg[L] = Va Qix L
9 = valy|L| = Fﬁn z—nzn

=1

Wir hatten bereits gezeigt, dass

n
Ey[M] = n—+1
Also folgt
By (M) = Eg[M] — 7(8) = — g — g = "y _ "1
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Auflerdem gilt

PEN(M > A) = {1 - (%ﬂ Low(\), A€R,.

Mit Lemma 1.5.5 folgt

Eg[M?] = 2/000 APE"(X > A)dA = 2/0%{1 - <g>n] A

I 9 1 2
At 2 Yt
:2/ /\d)\—Q/ d\=9? — —
0 o U 9 n+ 2
n+2192 2 92 — n 92,

n+2 n+2  n+2

Es folgt

Fg(M) = Varyg[M] + By(M)?
= Ey[M?] — Eg[M]? + By(M)?

B n n? n 1 92 20

S \n+2 (m+1)2 0 (n41)2 C (n+2)(n+1)
Also gilt Fy(L) =3 0 linear, und Fy(M) =3 0 quadratisch. Sogesehen ist der Schiit-
zer M wvorzuziehen.

Beispiel 1.5.7. Wir betrachten das n-fache GaufS-Produktmodell mit Parameterraum
© =R x (0,00).

(a) X ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Kenngrife u, und es gilt

2

. C
Fﬂ(X> - ga
wobei ¥ = (u, 0?) € O.
b) Fiir die Kenngrifie o? gilt
(
2 o’
By(o°(X)) = ——
35X = =,
N 2(n—1)
2 _ 4
Vary[o°(X)] = S0
2n —1
Fo(32(X)) = 22 ot,
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(¢) s*(X) ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Kenngrife o2, und gilt

2
Fy(*(X)) = ——0°
Beweis.
(a) Nach Satz 1.4.17 gilt
2
X~ N(u, U—)
n
(b) Nach Satz 1.4.17 gilt
-1
By(32(X)) = Eg[3*(X)] —0® = 0 —o? = .
n n

Fiir Y ~ x2 gilt bekanntlich
E[Y]=n und Var]Y]=2n.
Also folgt weiter

Vary[62(X)] = Z—i\/ar,g {%a?m} _ Al

n2
—2(n-1)
und damit
. - N 2(n—1 ot 2n—1
) (6(X)) = Var[6%(X)] + (By(32(X)))? = 20 Mgt . T
(¢) Nach Satz 1.4.17 gilt
ot n—1
]Fq9<$2(X)) = Var§[82(X)] = m\/arﬂ{ o2 32( ):| =
—2(n—1)

Definition 1.5.8. FEs seien
M = (Q,?,(Pﬁ 9 e @))

ein statistisches Modell, T : © — R eine Kenngrifie und T : Q2 — R ein erwartungs-
treuer Schatzer fiir . Dann heifst T varianzminimierend (bzw. ein gleichmdfig bester

Schitzer oder UMYV fiir “uniformly minimizing variance”), wenn

Vary|T] < Vary[S] &  TFy(T) < Fy(S5)

fur alle ¥ € © und fiir jeden erwartungstreuen Schétzer S : Q0 — R fir 7.
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1.6 Die Informationsungleichung
Definition 1.6.1. Ein Standardmodell
M= (Q,7F,(Py: 0 €0))
heifst requlir, falls gilt:
(a) © C R ist ein offenes Intervall.
(b) Py =~ p fiir alle ¥ € O.

(¢c) Fiir jeden Schitzer S : Q — R und jedes ¥ € © mit S € L (Py) < oo gilt

819/5 L(0, z)u(dx) /S E¥] L9, z)u(dx).

Bemerkung 1.6.2. Es gilt

memmwm:mm.
Definition 1.6.3. Es sei
M = (Q,?,(Pg e @))
ein requldres statistisches Modell.

(a) Wir nennen

LV
u:0x0Q—=R, u(ﬁ,x)—a%é(ﬁ x) = M

die Einflussfunktion (oder Score-Funktion).

(b) Wir nennen
[:0 >Ry, I(¥) =Eyu, X)?

die Fischer-Information.

Die Einflussfunktion gibt also Auskunft iiber den Einfluss von Verdnderungen des
Parameters. Die Fischer-Information ist der gemittelte quadratische Einfluss; siehe
auch Lemma 1.6.5 weiter unten.
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Bemerkung 1.6.4. Sowohl die Einflussfunktion als auch die Fischer-Information
sind unabhdngig von der Wahl des dominierenden Mafes. In der Tat, sei p ein o-
endliches Maf$ auf (2, %), so dass i = p. Dann ist i ebenfalls ein dominierendes
Mafs, und fiir die Likelihood-Funktion gilt

LW, z) = LY, z) - h(z),

wobei
dp
h — d_,/jl:.
Also gilt
~ DT 21,9
0 g9, 0y = 02 _l0.0) 0.,
oY L(Y,z) LV, z) ov

Lemma 1.6.5.

(a) Es gilt
Ey[u(9, X)] =0 fir alle ¥ € ©.
(b) Es gilt
I(¥) = Vary[u(9, X)]  fir alle 9 € ©.
Beweis.
(a) Es gilt

Eﬂ[u(ﬁv X)]

I
S— S

u(¥, ) L(9, x)p(dx)

%L(ﬁ,x)u(dx) = a—%/{)L(ﬁ,x)u(dw} = 0.

N S
N
=1

(b) Folgt aus Teil (a).

Wie wir gesehen haben, gilt 1(¢) > 0 fiir alle ¥ € ©.
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Satz 1.6.6 (Informationsungleichung von Cramer-Rao). Es sei
M= (0.F,(Py:9€O))

ein requldres statistisches Modell mit 1(9) > 0 fir alle 9 € ©. Weiterhin seien T €
CY(O;R) eine Kenngrife und T : Q@ — R ein erwartungstreuer Schiétzer fiir . Dann
qilt

/ 2
Vary[T] > |TI<(11§;>)| fir alle ¥ € ©.

Beweis. Es sei ¥ € © beliebig. Dann gilt

Nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt

Covy(T,u(v,-)) < \/Varg[T] . \/Varg[u(ﬁ, )] = \/Varg[T] . \/](19).
Also gilt

|7/ (9)]* < Varg[T] - 1(9).

Definition 1.6.7. Es sei
M = (Q,y,(PgiﬁEG))

ein requldres statistisches Modell mit 1(9) > 0 fir alle 9 € ©. Weiterhin seien T €
CY(O;R) eine Kenngrife und T : Q@ — R ein erwartungstrever Schitzer fiir . Dann
heifit T Cramer-Rao-optimal, falls

' (9)?
1(0)

Vary[T] = fir alle ¥ € ©.

Bemerkung 1.6.8. Ein Cramer-Rao-optimaler Schdtzer ist ein gleichmdfig bester
Schdtzer.
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Wie der Beweis von Satz 1.6.6 zeigt, gilt auch ohne die Annahme [(J) > 0 fiir
alle ¥ € © die Ungleichung

|7/ (9)|* < Varg[T] - I(9) fiir alle 9 € ©.
Also gilt die Implikation (i) = (ii) folgender Aussagen:
(i) 7/(9) # 0 fiir alle 9 € ©.
(ii) Varyg[T] > 0 und I(9) > 0 fiir alle ¥ € ©.
Die Aquivalenz (i) < (ii) gilt, sofern
|7/ (9)|> = Varg[T] - [(¥)) fiir alle 9 € ©.
Dies ist insbesondere bei einem Cramer-Rao-optimalen Schéitzer T' der Fall.

Beispiel 1.6.9. Wir betrachten das Binomialmodell mit bekanntem n € N; vergleiche
Beispiel 1.1.10. Dann gilt © = (0,1) und

Py = Bi(n,9), 9 € 0O.
Wir erhalten die Log-Likelihood-Funktion

(0, z) = In (”) +alnd+ (n—a)ln(l — 9),

T
siehe Beispiel 1.4.8(a). Es folgt

0 z n—z z(1-9)—-(m—-z)) z-—nd
o) = g5t0he) =5 - 75 = 9(1— ) )

Weiter folgt

1 n

X
91— 19)} T W1 —0)7? (1= 0) = 91— )

I(¥) = Varyg[u(d, X)] = Vary {

Nach Satz 1.6.6 gilt fir jeden erwartungstreuen Schdtzer T' fir die Kenngrifie ¥, dass

H(1 =
Vary[1] > Y =),
n
Fiir den Schitzer T = % qgilt
1 J(1 =)
Vary[T] = ol nd(1 —19) = —

Also ist T Cramer-Rao-optimal, und damit ein gleichmdf$ig bester Schitzer.
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Lemma 1.6.10. Es sei
M = (Q,%,(Pﬁ e @))
ein requldares statistisches Modell mit Fischer-Information [ : © — R,
(a) Das statistische Modell
ME" = (Q",ﬁ’@", (P59 e @))
ist ebenfalls requldr.
(b) Die Fischer-Information I®™ : Q" — R ist gegeben durch
") =n-I(9), 9 e€06.
Beweis.
(a) Ubung.
(b) Es gilt

I9"(9) = Vargen[u®" (9, X )] = Vargen {%e@nw X)} — Vargen {Z 8%5(19, XZ-)}
i=1

- Z Vargen L%zw, Xi)] = Z\/arp?n [u(0, X;)] = Z Varg[u(¥, X)] = n - 1(19).

Schauen wir uns die vorletzte Gleichung noch etwas genauer an. Nach dem Satz
von Fubini gilt fiir jedes i =1,...,n

Varpen [u(V, Xi)] = Egen [u(9, X;)%] = / ), )P (da)

/ / (9, 2:)*Py(dxy) ... Py(dx,) = /Qu(ﬁ,fi)QPﬂ(dﬂfi)
_ /Q (¥, 2)°Py(dz) = Eglu(9, X)?] = Varg[u(d, X)].

]

Beispiel 1.6.11. Wir betrachten das Gaufmodell mit bekannter Varianz o > 0.
Hierber gilt © = R und

= N(®,0%), V€.
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Wir erhalten die Log-Likelihood-Funktion

09, ) :ln( ! 2) I Gl

2o 202
Es folgt
0 x—
u(,z) = %f(ﬁw) =
Weiter folgt
X -7 1 o? 1
I(¥) = Varg[u(d, X)] = Varg{ = } = ;Varqg[X] ==
Fiir das n-fache Produktmodell folgt
" n

Nach Satz 1.6.6 gilt fiir jeden erwartungstreuen Schitzer T fiir die Kenngréfie ), dass

0.2

Varﬁ[T] Z —
n
Fiir das arithmetische Mittel X gilt (vergleiche Beispiel 1.5.7)

B 2

Varﬂ[X] = g

)

Also ist X Cramer-Rao-optimal, und damit ein gleichmdipig bester Schitzer.

Beispiel 1.6.12. Wir betrachten das Poisson-Modell. Hierbei gilt © = (0, 00) und
Py = Pois(v), ¢ € O.
Wir erhalten die Likelihood-Funktion
L(vY,z) = 6_19ﬁ = lexp (xlrn§1 — 19),

z! z!

und die Log-Likelihood-Funktion

Es folgt
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Weiter folgt
X 1 9
I(¥) = Vary[u(9, X )] = Vary [5 — 1] = @Varﬁ[X] _ v _
Fiir das n-fache Produktmodell folgt

°"(9) = .
) =5
Nach Satz 1.6.6 gilt fiir jeden erwartungstreuen Schitzer T fiir die Kenngréfie ), dass
Y
Varﬁ[ ] > —
n
Fir das arithmetische Mittel X gilt
Vary[X] = Vary Z X; z": Vary[X;] = g
n2 < —— N
i= —9

Also ist X Cramer-Rao-optimal, und damit ein gleichmdfiq bester Schdtzer.

1.7 Exponentielle Familien
Definition 1.7.1. Ein requldres Modell
M = (Q,ﬁ,(Pﬂi’ﬁE @))

heifit eine exponentielle Familie, falls messbare Funktionen a,b : © — R mit a €
CLO;R), eine Statistik T : Q — R und eine messbare Funktion h : Q — (0,00)
existieren, so dass

L(¥,z) = exp (a(9)T(x) — b(?)) - h(z) fir alle (J,z) € O x Q.

In diesem Fall nennen wir T eine kanonische Statistik.

Bemerkung 1.7.2. Es sei i ein o-endliches Maf auf (0, %), so dass i =~ p. Dann
ist 1 ebenfalls ein dominierendes Majs, und fiir die Likelihood-Funktion gilt

LW, x) = exp (a(0)T(x) — b(¥)) - h(z),

wobei
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Bemerkung 1.7.3. Ewn requldres Modell
M= (0.F,(Py: 9 €0O))

st genau dann eine erponentielle Familie, wenn messbare Funktionen a,b: © — R
mit a € C1(O;R), eine Statistik T :  — R und eine messbare Funktion k : Q — R
existieren, so dass

(0, x2) = a(I)T(x) — b(V) + k(x) fir alle (9,2) € © x Q.

Lemma 1.7.4. Die Funktion b: © — R ist gegeben durch

b(9) = In ( /Q exp (a(ﬁ)T(x))h(x)u(dx)).

Beweis. Es sei ¢ € © beliebig. Dann gilt

exp(-b(2) [

Q

exp (a(0)T () h(a)u(dz) = [ exp (a(0)T () ~ b)) hla)n(da)

= /QL(ﬁ,x),u(d:c) =1

Daraus folgt

exp(0(0)) = [ exp (a(0)T (@) h(o)ulde).

Q
]
Lemma 1.7.5. Fliir jedes ¥ € © und jedes S € L (Py) gilt
exp(b(I)Eo[S] = | (o) exp(a(o)T () hla)n(da).
Beweis. Es gilt
BalS) = [ St)L,2)ude) = | S(a)exp (a(0)T(e) = b)) hla)n(da)
— exp(~b(0) [ S(a)exp (a(0)7 (@) hle)nds).
Q
]

Bemerkung 1.7.6. Es gelte a'(¥y) # 0 fiir ein ¥y € ©. Dann existiert ein € > 0, so
dass a auf U = (Jg — €,99 + €) C O injektiv ist, und es gilt
L(a™'(n),z) = exp (nT'(x) = b(n)) - h(z)  fiir alle n € a(V),

wobei b="boa "
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Satz 1.7.7. Es sei
M= (Q0,.F,(Py:9€0))
eine exponentielle Familie mit Likelithood-Funktion
L(0,z) = exp (a(9)T(z) — b(¥)) - h(z), (J,z) € O xQ,
so dass a'(0) # 0 fiir alle ¥ € ©.
(a) Es gilt b € C*(O;R) mit
b'(0) = a'(V)Ey([T].

(b) Fiir die Kenngrofie T: © — R, 7(9) := Ey[T] gilt 7 € C(O;R) mut
7' (9) = d(9)Vary[T].

(c) Bs gilt I(9) = a'(9) - 7'(9).

Beweis. Nach Bemerkung 1.7.6 diirfen wir annehmen, dass a(J) = ¢ fiir alle 9 € ©.
Etwa fiir Teil (a) werden wir in dem Fall zeigen, dass

V' (9) = Ey[T].
Nach Bemerkung 1.7.6 gilt dann fiir eine allgemeine exponentielle Familie
V'(n) =E,1p[T] fiir alle n € a(U).
Also gilt
(boa™)(n) =Eu1(y[T] fiir alle n € a(U).

Nach der Kettenregel erhalten wir

(boa™)'(n) =b(a" (n))(a™") (n) = fiir alle n € a(U).

Daraus folgt

b ()
()

=[Ey[T] fiir alle ¥ € U.

Nun sei S eine Statistik mit S € L (Py) fiir alle ¥ € ©. Wir definieren

us:© = R, ug(?) := exp(b())Ey[S].
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Nach Lemma 1.7.5 gilt
/ S(x) exp(IT (2))h(x)p(dz).
Es gilt ug € C*°(©;R) mit
u® (9) = exp(b(¥))E[ST"] fiir alle k € Ny.

In der Tat, etwa fiir k = 1 gilt

O us) = 2 / s< ) exp(0T ())h(x)u(d)

Bl
/ S(x)=— eXp (0T (2))h(x) p(dx)
/Q S(@)T () exp(IT (x))h(w)u(dx) = exp(b())E[ST].
(a) Wir setzen S = 1. Nach Lemma 1.7.4 gilt
b(9) = In(uy ().

Es folgt b € C*(O;R) mit

(b) Nach Teil (a) gilt fiir 7: © — R, 7(J) := Ey[T], dass 7 € C*(O; R) mit

Also folgt

(c) Wegen /' (¢) = Ey[T] gilt

27 Ea[S] = i[%Ls(é‘) exp(—b(1))] = [us (V) — us(9)b'(V)] exp(—b(?))
= Ey[ST] — B[]V () = Ey[S(T — V'(¥))] = Covy(S, T).
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Mit S =T folgt

0 :
Vary[T] = %Eﬂ[T] =7'(1).
Nach Bemerkung 1.7.3 gilt
(9, 2) =97 (x) — b(I) + k(z) fiir alle (J,2) € © x €.

Also folgt

uw(d, z) = %E(ﬁ,x) =T(z) — b (9).

Nun erhalten wir

I(¥) = Vary[u(9, X)] = Vary[T] = 7'(9).

O

Wie Satz 1.7.7 zeigt, sind fiir eine exponentielle Familie mit a'(v) # 0 fiir alle
¥ € © und die Kenngrofe () = Ey[T] folgende Aussagen dquivalent:

(i) 7/(9) # 0 fiir alle 9 € ©.
(ii) Varyg[T] > 0 fiir alle ¥ € ©.
(iii) I(¥) > 0 fiir alle ¥ € ©.
Wir sehen ferner, dass 1" in diesem Fall Cramer-Rao-optimal ist.
Satz 1.7.8 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Ist H ein Hilbertraum, so gilt
(x,y) < |l - llyll  fir alle x,y € H.

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Bemerkung 1.7.9. Wir werden die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf H = L*(Q, #,P)
anwenden. Hier haben wir das Skalarprodukt

(X,Y) = E[XY].
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung besagt dann
E[XY] < VE[X?]VE[Y?].

Insbesondere gilt

Cov(X,Y) < /Var[X]y/Var[Y].
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Satz 1.7.10 (Cramer-Rao, scharfe Version). Es sei
M= (Q,ﬁ,(Pg:’ﬂE @))

ein requlires statistisches Modell. Weiterhin seien 7 € C1(O;R) eine Kenngrife mit
7'(¥) # 0 fiir alle 9 € ©, und T : Q — R ein erwartungstreuer Schditzer fir T. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T ist Cramer-Rao-optimal.

(i) M ist eine exponentielle Familie mit kanonischer Statistik T, es gilt a/(9) # 0
fir alle ¥ € © und

(V) = fiir alle ¥ € ©.

Beweis. Wir der Beweis von Satz 1.6.6 zeigt, gilt wegen der Voraussetzung 7/(¢) # 0
fiir alle ¥ € © auch Vary[T] > 0 und I(¢J) > 0 fiir alle ¥ € ©. Die Gleichheit in Satz
1.6.6 gilt genau dann, wenn

Covg(T,u(d,-)) = v/Vary[T] - \/Varg[u(d,-)] fiir alle 9 € ©.

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (Satz 1.7.8) bedeutet dies, dass die Zu-
fallsvariablen T'— 7(¢) und (¥, -) im Hilbertraum L?(Py) linear abhiingig sind. We-
gen I(9) > 0 gilt u(d,-) # 0 in L*(Py), und wegen Vary[T] > 0 gilt T — 7(J) # 0
in L*(Py). Also ist T genau dann Cramer-Rao-optimal, wenn eine messbare Funktion
c:0 — R\ {0} existiert, so dass

T —7(0) = c(Du(v,:) Py-fast sicher fiir alle J € ©.

Dies bedeutet gerade

T T(/l9) a M .o
a3 ooy~ agtWh) Pofastsicher fiir all _
(@) " aw) ~ agtW) Pofastsicher firalle € ©

Fiir ein gewéhltes ¥y € © is dies gleichbedeutend mit

vl ﬂT(S) = — T ir alle x X
T(x)/190 Ts)ds—/ﬂo @dS—E(ﬁ,x) (09, x) fiir alle (¥,2) € © x Q,

wobei die Log-Likelihood-Funktion gegebenenfalls auf Nullmengen abgeéndert wird.
Die Gleichung oben bedeutet gerade, dass

L(9,z) = exp (T(x) /1: ﬁds — /1: %ds) - L(Yg,x) fiir alle (9,2) € © x Q.
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Dann ist die Likelihood-Funktion von der Form
LW, z) = exp (a(9)T(z) — b(V)) - h(z) fiir alle (J,2) € © x Q,

wobei

a(ﬂ):/ﬁ L)ds, b(ﬂ):/ﬁ 7-—S)ds und  h(z) = L(Y, x).

0 C(S 0

Insbesondere gilt o' (¥) = TZ) # 0 und

fiir alle ¥ € ©.

Gilt umgekehrt

L(0,z) = exp (a(9)T(z) — b(¥)) - h(z) fiir alle (J,z) € © x Q,

dann gilt
9 9 (s
L(¥,x) = exp (T(m)/ﬁ %ds —/19 %ds) - L(0g,x) fiir alle (¥,2) € © x Q,
wobei
_ ! und  7(¥) = UG
W=y TG

]

Falls T =t fiir ein ¢ € R, so ist 7(0) = t ein Cramer-Rao-optimaler Schitzer. Satz
1.7.10 ist in dieser Situation jedoch nicht anwendbar, da 7/(J) = 0 fiir alle ¥ € ©.

Korollar 1.7.11. FEs se:
M= (Q,F,(Py:0€0))

eine exponentielle Familie mit kanonischer Statistik T', so dass a'(9) # 0 und I(¥) > 0
fiir alle ¥ € ©.

(a) T ist ein Cramer-Rao-optimaler (und damit gleichmdf$ig bester) Schdatzer fir
die Kenngrife

7:0 >R, 7(9)=
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(b) Es gilt

Vary[T]| = fiir alle ¥ € ©.

(c) Es gilt
I(9)=d(9) -7 () fir alle ¥ € O.

Beweis. Nach Satz 1.7.7 gilt 7(¢) = Ey[T] fiir alle ¢ € O, und es folgen die Teile (b)
und (c). Wegen I(9) > 0 fiir alle ¥ € © gilt 7/(9) # 0 fiir alle ¥ € ©. Also folgt Teil

(a) mit Satz 1.7.10. O
Beispiel 1.7.12. Beim Binomialmodell gilt
L(0,z) = (”) 91 — )
x

- (Z) exp (zInd + (n — ) In(1 — 0))
_ (Z) exp <x In (%) +nln(l — ﬂ)).

L(¥,z) = exp (a(9)T(x) — b(d)) - h(z) fir alle (9,z) € © x Q,

Also gilt

wobei

Weiterhin gilt

YW =15

Also ist T nach Korollar 1.7.11 ein gleichmdf$ig bester Schitzer fiir die Kenngréfle
b'(9)
) = =
() a'(9)
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Korollar 1.7.13. Es sei
M= (Q,7,(Py:0€0))
eine exponentielle Famailie mit kanonischer Statistik T.
(a) Dann ist
ME" = (Q”,ggm, (P59 e @))

eine exponentielle Familie mit kanonischer Statistik
T, = L zn:T(X )
n — n - i)

(b) T, ist ein Cramer-Rao-optimaler (und damit gleichmdfSig bester) Schdtzer fir
die Kenngrofe

7:0 >R, 1(W) =

Beweis.
(a) Es gilt
LV, z) = exp (a(9)T(z) — b(I))h(z).

Mit Lemma 1.4.13 folgt

L0, z) = [ [ exp (a(9)T (:) — b(9)) (1)

wobei
an(¥) = na(¥), by(9) =nb(®¥) und hy(z) =] ().
=1
(b) Folgt nun aus Korollar 1.7.11, da

— v'(9) — —67(19) fiir alle ¥ € ©.

7(V)

@\
—
53
~—
S
3
—~
<
~—
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Beispiel 1.7.14. Beim Poisson-Modell gilt

U 1
L(W,z)=e ’95 =exp (zInd — 19)5
Also gilt
L(Y,z) = exp (a(9)T(z) — b(V)) - h(z) fir alle (J,2) € © x Q,

wobes

a(¥) =1nv,

T(z) =z,

b(v) =9,

1

Also ist im n-fachen Produktmodell nach Korollar 1.7.13 der Schitzer

1 < _
Tn—E;Xi—X

ein gleichmdfig bester Schdtzer fir die Kenngrifle

Beispiel 1.7.15. Beim Gaufimodell
Py =N(,0?), €0 =R

mit bekannter Varianz o > 0 gilt

L(9,7) = —— exp ( B “9)2)

202

1 ( z2 v 192)
= exp| —s 5+t =5 55

202 g2 202

Also gilt

LY, z) = exp (a(9)T(x) — b(V)) - h(z) fir alle (J,z) € © x Q.
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mit
¥
a(ﬁ) = ;7
T(z) ==,
192

Also ist im n-fachen Produktmodell nach Korollar 1.7.13 der Schitzer

1 < .
TRZE;XZ»:X

ein gleichmdfiig bester Schdtzer fir die Kenngrifle

r(9) = 20)

1.8 Suffiziente Statistiken
Definition 1.8.1. Es seien

%:<Q,97(P§Z’ﬂ€@))

ein statistisches Modell, und S : Q) — E eine Statistik mit Werten in einem messbaren
Raum (E,&). Dann heifit S suffizient, falls fir jede messbare, beschrinkte Funktion
f:Q — R eine o(S)-messbare Zufallsvariable g : Q — R existiert, so dass

Es[f|S] =g Py-fast sicher fiir jedes ¥ € ©.

Satz 1.8.2 (Faktorisierungssatz). Es seien Y : Q — E eine Zufallsvariable mit
Werten in einem messbaren Raum (E,&), und X : Q — R eine o(S)-messbare Zu-
fallsvariable. Dann existiert eine messbare Funktion h : E — R, so dass X = h(Y).

Lemma 1.8.3. Fiir eine Statistik S : 0 — FE sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) S ist suffizient.

(ii) Fir jede messbare, beschrankte Funktion f : Q — R existiert eine messbare

Funktion h : E — R, so dass

Es[f|S] = h(S) Py-fast sicher fiir jedes 9 € ©.
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Beweis. Folgt aus dem Faktorisierungssatz (Satz 1.8.2). O
Beispiel 1.8.4. Die Statistik S = X : Q — Q st suffizient, da

Ey[f| X] = f(X) Py-fast sicher fir jedes ¥ € O.

Lemma 1.8.5. Es sei (B;);cr eine Zerlegung von Q). Fir jede beschrinkte Zufallsva-
riable X und ¢ = o({B; :i € 1}) gilt

E[X |¥9] = Z E[X | B)|1p, P-fast sicher.
]P(éf)1>0

Hierbei bezeichnet E[X | B;] den Erwatungswert von X unter dem bedingten Wahr-
scheinlichkeitsmap PB = P(-| B;).

Beweis. Ubung. ]

Lemma 1.8.6. Es sei S : QQ — E eine Statistik mit Werten in einem diskreten Raum
E. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) S ist suffizient.

(ii) Fir jede messbare, beschrinkte Funktion f : Q — R existiert eine Abbildung
g: E— R, so dass

Eglf[S =s]=g(s)
fiir jedes ¥ € © und jedes s € E mit Py(S = s) > 0.

(iii) Es existieren Wahrscheinlichkeitsmafle (us)scg auf (Q, F), so dass

S=s
]P’;{g - Lbs

fiir jedes ¥ € © und jedes s € E mit Py(S = s) > 0.

Beweis. (1) < (ii): {S = s}sep ist eine Zerlegung von 2. Mit Lemma 1.8.5 folgt

Eslf1S]= > Eolf|S=s|lis—g.

s€EE
Py(S=s)>0

(i) < (iii): Fiir jedes B C F gilt
PPN (B) = Eylp| S = 5]

Also folgt die Aquivalenz mit maktheoretischer Induktion. O
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Zur Erinnerung: Die diskrete Gleichverteilung auf einer endlichen Menge E ist
die diskrete Verteilung mit stochastischem Vektor 7 : E' — [0, 1] gegeben durch

wobei n = |E|. Wir bezeichnen sie mit UD(E).

Beispiel 1.8.7. Wir betrachten den mehrfachen Minzwurf aus Beispiel 1.1.11. Also
qilt

Py = Ber(9)®", 9 €0 =(0,1).
Es sei S:Q=1{0,1}" - {0,1,...,n} = E die Statistik

i=1

Dann gilt (Ubung)
PiS=" — UD(E})
fur jedes ¥ € © und jedes k € E, wobei
Er={jeQ:ji+...4+j, =k}
Also ist S nach Lemma 1.8.6 eine suffiziente Statistik.

Definition 1.8.8. Es seien (€,.%1) und (§22, %) messbare Riume. Eine Abbildung
K QX Foy — [0,1] heifit ein stochastischer Kern von (21, %1) nach (Qa, F2), falls
qilt:

(a) wi — K(wy, Ag) ist Fi-messbar fir jedes Ay € .
(b) Ay — Kk(wy, Ag) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (Qgq, F2) fir jedes wy € €.

Definition 1.8.9. Ein separabler topologischer Raum, dessen Topologie durch eine
vollstindige Metrik erzeugt wird, heifit ein polnischer Raum.

Lemma 1.8.10. Sofern Q) ein polnischer Raum ist, sind fiir eine Statistik S : Q) — E
folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) S ist suffizient.

(1i) Es existiert ein stochastischer Kern k von (Q,0(S5)) nach (Q,.%), so dass fir
jedes B € F gqilt

Py(B|S) = k(-, B) Py-fast sicher fir alle ¥ € ©.
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Lemma 1.8.11. Es seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit X € £?. Dann gilt
E[X|Y]? <E[X?|Y] P-fast sicher,
und die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es gilt E[E[X |Y]?] = E[E[X?|Y]].
(ii) Es gilt E[X |Y])?> = E[X?|Y] P-fast sicher.
(11i) Es gilt X = E[X | Y] P-fast sicher.

Beweis. Die behauptete Ungleichung folgt aus der Jensen-Ungleichung fiir bedingte
Erwartungen

P(E[X9]) < Elp(X)|¥]

mit der konvexen Funktion () = 2.

(i) = (ii): Es gilt

E[E[X?|Y] - E[X|Y]*] =0

>0

Wegen E[X?|Y] —E[X |Y]? > 0 folgt
E[X?|Y] - E[X|Y]* =0 P-fast sicher.
(ii) = (iii): Bs gilt

E[(X -E[X|Y])?|Y] =E[X* - 2XE[X | Y] +E[X |Y]"|Y]

>0

=E[X?|Y]-2E[X |YP+E[X|Y]*=0

Also folgt X — E[X | Y] = 0 P-fast sicher.
(iii) = (i): v/ O

Satz 1.8.12 (Satz von Rao-Blackwell). Es seien
M= (Q,ﬁ,(Pﬁi’ﬂE @))

ein statistisches Modell, 7 : © — R eine Kenngrifie, T : Q — R ein erwartungstreuer
Schitzer fiir T mit T € L?*(Py) fiir alle 9 € ©, und S : Q — E eine suffiziente
Statistik. Wir definieren den Schdtzer T' : Q — R durch

T' .= E[T|S).
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(a) T' ist ein erwartungstreuer Schdtzer fir T.
(b) Es gilt

Vary[T'| < Varyg[T| fiir alle 9 € ©.

(c) Es gilt
Vary[T'] = Vary[T| fir alle 9 € ©
genau dann, wenn
T =T TPy-fast sicher fiir jedes 9 € ©.
Beweis.
(a) Fiir jedes ¢ € O gilt

Ey[T'] = Ey[Ey[T'| S]] = Ey[T] = 7(1).

(b) Fiir jedes ¥ € © gilt mit der Jensen-Ungleichung (Lemma 1.8.11)

Vary[T'] = Ey[(T" — 7(99))?]

(Ey[T'|S] = 7(9))?]

T —7(0)|SP]

(T —7(9))*| S]]
o[(T — 7(09))?] = Vary[T].

<
=
<

(c) Es sei ¥ € © beliebig. Nach der Rechung aus Teil (b) gilt
Vary[T] = Vary[1T"]
genau dann, wenn
Ey[Ey[T — 7(9) | SP’] = Ey[Ey[(T — 7(99))*] S]].
Nach Lemma 1.8.11 ist dies dquivalent zu
T —71(9) =Ey[T —7(9)|S] Py-fast sicher,
und dies ist gleichbedeutend mit

T =TFEy[T|S) =T Py-fast sicher.
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]

Bemerkung 1.8.13. In der Situation des Satzes von Rao-Blackwell (Satz 1.8.12)
existiert nach dem Faktorisierungssatz (Satz 1.8.2) eine messbare Funktion h : E —
R, so dass

T' = h(S).

Lemma 1.8.14. Es sei X : Q — G und Y : Q) — E diskrete Zufallsvariablen, und
g : G — R eine Abbildung. Wir definieren

h:E—R, hk):=> g(j)P(X=j|Y =k)

jEG
Dann gilt
Elg(X)[Y] = h(Y).

Beispiel 1.8.15. Wir betrachten den mehrfachen Minzwurf aus Beispiel 1.1.11. Also
qgilt

Py = Ber(9)®", 9 €0 =(0,1).
Dann ist T : Q = {0,1}" — {0, 1} = G definiert durch
T=X,

ein erwartungstreuer Schdtzer fir die Kenngrofle 7 : © — R, 7(9) = 9. Nach Beispiel
1.8.71ist S : Q — {0,1,...,n} = E gegeben durch

i=1

eine suffiziente Statistik. Wir setzen

T =E[T|S].
Dann gilt
IS
T'=—=X.
n

In der Tat, es sei ¥ € © beliebig. Dann gilt T ~ Ber(), S ~ Bi(n,d) und Xo + ...+
X, ~ Bi(n — 1,9) unter Py. Nun sei k € E beliebig. Dann gilt

(T=13n{S=k ={X, =1} N {Xi+...+ X, = k}
—{X;=1}n{Xo+.. +X,=k—1},
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und daher
Po(T =1|S =k) = Pw({T];ﬁ(ls} figj = k})
_ Py(X;1=1)-Py(Xo+...+ X, =k —1)
Py(S = k)
B ) L e A i e
()% = 9)n* s N

Die Abbildung

h:E—R, h(k):=Y g(j)P(T=j|S=k)

jeG

mit g(j) = 7 ist also gegeben durch

h(k) = Zj]P’(T:ﬂS:k):IP’(T:l\S:k;):g

§=0,1

Mit Lemma 1.8.14 folgt also

I
E><:|

T/

S|

In der Tat gilt

9(1 — )

n

Vary[T'] = <Y1 =) = Vary[T] fir alle ¥ € O©.

Satz 1.8.16 (Faktorisierungslemma von Neyman-Fischer). Es seien
M= (Q,y,(Pﬁi’ﬂE @))

ein Standardmodell und S : Q — FE eine Statistik. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) S ist suffizient.
(ii) Es existieren g : © X E— Ry und eine messbare Funktion h : Q — R, so dass

L0, z) = g(0,S(x)) - h(z) fir alle (¥,2) € © x Q.
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Beweis. Fiir den Fall, dass Q2 und F diskret sind, und p das Zahlmafs ( ist.
(i) = (ii): Wir definieren g : © x E — R, durch

g(9,8) :==Py(S = s).
Nach Lemma 1.8.6 existieren Wahrscheinlichkeitsmafe (us)sep auf (€2, %), so dass

P =

fiir jedes ¥ € © und jedes s € FE mit Py(S = s) > 0. Wir definieren hy : Q@ x E — R,
durch
ho(z, s) = ps({z}),

und h : Q — R, durch

Dann gilt

LW, z) =Py(X =2) =Py(X =2,5 = 5(2))
= ps@ ({}) - 9(0, S(x)) = ho(x, S(x)) - g(0, S(x)) = h(x) - g(0, S(x)).

(ii) = (i): Wir definieren die Wahrscheinlichkeitsmafe (u;)sep auf (©2,.%) durch

__ =)

S(y)=s
fir alle € Q mit S(z) = s. Es seien ¥ € © und s € E mit Py(S = s) > 0 beliebig.
Dann gilt

Py(S=s)= > Py(X=y)= > L(©,y)

yeEE yeE

S(y)=s 5(y)=s
= Y g0, S) - hy) = g(s,9) Y hy),
S%?/e)is S%ye)E:.s

was auch die Wohldefiniertheit von pus zeigt. Nun sei x € 2 mit S(z) = s beliebig.
Dann gilt

Py X =x2,S=53)=Py(X =2) =L, x) =90, S)) h(x)=g(0,s) - h(x).
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Insgesamt folgt

Py(X =x,5 =) g(v,s) - h(z)
Py( X =z|85=s)=
B D RNTCO) SE 1)
h(z)
= ps({z
>ty oD
Nach Lemma 1.8.6 ist S eine suffiziente Statistik. O

Korollar 1.8.17. Es sei
M= (Q,ﬁ,(Pg:’ﬂE @))
eine exponentielle Familie mit kanonischer Statistik T'. Dann ist T suffizient.

Beweis. Dies folgt aus dem Faktorisierungslemma von Neyman-Fischer (Satz 1.8.16)
mit

g:OxR—-R., g¢g(0,t)=exp(a(d)t —b(D)).

1.9 Vollstandige Statistiken
Definition 1.9.1. FEs sei
M= (Q,y,(PgiﬁE @))

ein statistisches Modell. Eine Statistik S : Q0 — E heifit vollstindig, falls fir jede
messbare Funktion h: E — R mit h(S) € £?*(Py) fir alle 9 € © aus der Bedingung

Ey[h(S)] =0 fir alle d € ©
folgt
h(S) =0 Py-fast sicher fir alle ¥ € ©.

Beispiel 1.9.2. Wir betrachten den mehrfachen Minzwurf aus Beispiel 1.1.11. Also
qilt

Py = Ber(¥)®", 9 €O = (0,1).
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Es sei S:Q=1{0,1}" —{0,1,...,n} = E die Statistik

i=1

Dann ist S vollstindig. In der Tat, es sei h : E — R eine beliebige Funktion. Weiterhin
sei ¥ € © beliebig. Dann gilt S ~ Bi(n, ) unter Py, und es folgt

Efh(5) = YA () )ohca - o

G :0 (k) (Z) (%)k.

Also folgt aus

dass

und damit
h(k) =0 fir alle k € E.
Satz 1.9.3 (Satz von Lehmann-Scheffé). Es seien
M= (Q0.F,(Py:9€0))

ein statistisches Modell, 7 : © — R eine Kenngrifie, T : Q — R ein erwartungstreuer
Schitzer fir T mit T € L*(Py) fiir alle 9 € ©, und S : Q — E eine vollstindige,
suffiziente Statistik.

(a) Es gibt einen eindeutig bestimmten gleichmaflig besten Schatzer T' fiir die Kenn-
grofie T.

(b) Dieser ist gegeben durch
T :=E[T]S].

(¢) Die Definition von T" ist unabhdngig von der Wahl von T'; das heifit, fir jeden
weiteren erwartungstreuen Schitzer U : Q0 — R fiir 7 mit U € L*(Py) fir alle
Ve O gilt

T =E[U|S].
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(d) Es existiert ein messbare Funktion h : E — R, so dass

T = h(S).

Beweis. Nach dem Satz von Rao-Blackwell (Satz 1.8.12(a), (b)) ist 7" ein erwartungs-
treuer Schitzer fiir 7, und es gilt

Vary[T'] < Vary[T] fiir alle 9 € ©.
Nun sei U ein weiterer erwartungstreuer Schitzer wie in Teil (c¢). Wir setzen
U =E[U|S|.

Nach dem Faktorisierungssatz (Satz 1.8.2) existieren messbare Funktionen h; : £ — R
fiir i« = 1, 2, so dass

T,:hl(S) und U,:hQ(S)

Wir definieren i : E — R durch h := hy — hy. Dann gilt h(S) € L*(Py) fiir alle 9,
da T",U" € £*(Py) fiir alle 9. Weiterhin gilt fiir alle 9 € ©

Ey[1(S)] = Eg[h1(S)] — Eylha(S)] = Ey[T'] — Ey[U]
=70)—71()=0.

Wegen der Vollstédndigkeit von S folgt fiir jedes ¥ € ©
Py(T" = U') = Py(hu(S) = ha(S)) = Py(h(S) =0) = 1.

Also héngt die Definition von 7" nicht von der Wahl von T" ab, und es gilt insbesondere
T" = E[U | S] fiir jeden erwartungstreuen Schétzer U fiir 7. Folglich gilt Nach dem
Satz von Rao-Blackwell (Satz 1.8.12(b))

Vary[T'] < Vary[U] fiir alle ¥ € ©

und jeden erwartungstreuen Schétzer U fiir 7. Also ist T” ein gleichmékig bester
Schétzer fiir die Kenngrofe 7.

Fiir die Eindeutigkeit sei U ein weiterer gleichméfig bester Schitzer fiir 7. Dann
gilt

Vary[T"] = Varyg[U] fiir alle ¥ € ©.

Auferdem gilt 77 = E[U | S], und nach dem Satz von Rao-Blackwell (Satz 1.8.12(c))
folgt

U=T Py-fast sicher fiir jedes 9 € ©.
Dies beweist (a)—(c). Teil (d) folgt aus dem Faktorisierungssatz (Satz 1.8.2). O
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Korollar 1.9.4. Es seien S : Q — FE eine vollstindige, suffiziente Statistik, und
h: E — R eine messbare Funktion. Dann ist T : Q — R gegeben durch T = h(S) der
eindeutig bestimmte gleichmdfiig beste Schdatzer fiir die Kenngrife

7:0 =R, 7(9) =Ey[h(9)].
Beweis. Folgt aus dem Satz von Lehmann-Scheffé (Satz 1.9.3). O

Beispiel 1.9.5. Wir betrachten den mehrfachen Minzwurf aus Beispiel 1.1.11. Also
qgilt

Py = Ber(¥)®", €O =(0,1).

FEs sei S:Q={0,1}" —{0,1,...,n} = E die Statistik

i=1

Wie wir in den Beispielen 1.8.7 und 1.9.2 gesehen haben, ist S eine vollstindige,
suffiziente Statistik. Die Statistik T : Q — {0,1} definiert durch

T=X

ist ein erwartungstreuer Schitzer fir die Kenngréfle 7 : © — R, 7(9) = 9, und nach
Beispiel 1.8.15 1st

T :=E[T|S]
gegeben durch
r-5_x.
n

Nach dem Satz von Lehmann-Scheffé (Satz 1.9.3) ist X der eindeutig bestimmte
gleichmdf$ig beste Schditzer fiir die Kenngroffe 7.
1.10 Mehrdimensionale exponentielle Familien
Definition 1.10.1. Ein Standardmodell

M= (0,.F,(Py: 9 €0O))

heifit ein mehrdimensionales requlires Modell, falls gilt:
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(a) © C RY ist eine nichtleere, offene Menge.
(b) Py =~ p fiir alle ¥ € O.

(¢c) Fiir jeden Schitzer S : Q — R und jedes ¥ € © mit S € L (Py) < oo gilt

5 [ S@L@.Dudr) = [ Se)rL@ outde) fir allei=1,....d

Definition 1.10.2. Ein mehrdimensionales requlires Modell
M = (Q,ﬁ,(l% e @))

heifst eine mehrdimensionale exponentielle Familie, falls messbare Funktionena : © —
R? mit a € CHO;RY), b : © — R, eine Statistik T : Q — R und eine messbare
Funktion h : Q — (0,00) ezistieren, so dass

L(0,z) = exp ({(a(d), T(2))ge — b(?)) - h(z) fiir alle (9, z) € © x Q.

In diesem Fall nennen wir T eine kanonische Statistik.

Lemma 1.10.3. Die Statistik T ist suffizient.

Beweis. Dies folgt aus dem Faktorisierungslemma von Neyman-Fischer (Satz 1.8.16)
mit

g:OxRES R, g, 1) = exp ({a(0), thps — b()).

Lemma 1.10.4. Die Funktion b: © — R ist gegeben durch

um:m(émﬂmwﬂmwwmmmmo.

Beweis. Wie der Beweis von Lemma 1.7.4. O

Bemerkung 1.10.5. Es gelte det J,(0) # 0 fir ein 99 € ©. Hierbei bezeichnet
J.(99) € R die Jakobi-Matriz

G- (Wo) - §5(Vo)
Ja (Do) =
pat(Do) -+ 53t (o)

Nach dem lokalen Umkehrsatz existiert eine offene Umgebung U C R von 9y, so dass
a auf U injektiv ist, und es gilt

L(a™'(n),x) = exp ((n, T(2))pa — b(n)) - h(x)  fiir alle n € a(U),

wobei b="boa "
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Lemma 1.10.6. Das n-fache Produktmodell
ME = (", T (PG 0 € O))
15t eine exponentielle Familie der Form
L0, ) = exp ({a0(9). Tu o)) — bu(9)) - ()

mit

Beweis. Nach Lemma 1.4.13(a) gilt

n

L@, x) = [ [ exp ((a(9), T(x:))ra = b(9)) - ()

=1

= exp (<a(19), iT(wi)>Rd —n- b(ﬁ)) : ﬁ h(;)

i=1 =1

— oxp ((@n(9), Tu(@))aa — ba()) - ().

Beispiel 1.10.7. Es sei
M = (Q,ff,(l% e @))
das Gaufl-Modell aus Beispiel 1.1.3, wobei © = R x (0,00). Es gilt also
Py = N(u,0?), (u,0%) =19 € 0O.

Dann gilt
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Also gilt
L(¥,z) = exp ((a(9), T(z))rz — b(9)) - h(z) fiir alle (9,z) € © x Q,

wobei

b(v) =
T(z) = (2,2°),
h(z)=1
Fiir alle ¥ € © gilt also
R
=5 4)

und daher

1
det Ja<19> = ﬁ > 0.

Das n-fache Produktmodell hat nach Lemma 1.10.6 die kanonische Statistik
T = 1 i X, 1 i X2
! {Cr— “nz‘:1 va

Satz 1.10.8 (Eindeutigkeitssatz fiir die Laplace-Transformation). Es seien p und v
zwei endliche Mape auf (RY, B(R?)), und es seien 99 € R und U C R? eine offene
Umgebung von v, so dass

/]Rd exp((V, r)ga)p(dr) = / exp((V, r)ga)v(dx) < oo  fiir alle ¥ € U.

R4
Dann qilt p = v.

Lemma 1.10.9. Es seien (Q, %, u) ein Mafraum, und T : Q — E eine messbare
Abbildung mit Werten in einem messbaren Raum (E,&). Wir setzen v := poT.
Weiterhin seien f,g : E — R messbare Funktionen, so dass f = g v-fast sicher.
Dann gilt f(T) = g(T) p-fast sicher.

Beweis. Es gibt eine v-Nullmenge N € &, so dass f(t) = g(¢) fiir alle t € N¢. Es gilt
W(T1(N)) = () = 0.
Also ist T71(N) eine p-Nullmenge. Auferdem gilt
f(T(x)) = g(T(x)) fiir alle z € T"H(N¢) =T (N)“.
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Satz 1.10.10. Es ses
M= (0.F,(Py: 9 €O))

eine mehrdimensionale exponentielle Familie, so dass eine nichtleere, offene Menge
V C R? mit V C a(O) existiert. Dann ist die kanonische Statistik T wvollstindig und
suffizient.

Zwischenbemerkung: Es gelte det J, () # 0 fiir ein Jy € ©. Nach dem lokalen
Umkehrsatz existiert eine offene Umgebung U C R? von vy, so dass a|y : U — a(U)
ein Homo6omorphismus ist. Also ist V' := a(U) eine nichtleere, offene Menge mit

V C a(0©).

Beweis. Die Suffizienz folgt aus Lemma 1.10.3. Es sei f : R — R eine messbare
Funktion mit f(T) € £%(Py) fiir alle ¥ € O, so dass

Ey[f(T)] =0 fir alle 9 € ©.
Wie in Bemerkung 1.10.5 gilt
L(a™(n),x) = exp ((n, T(x))ga — b(n)) - h(x) fiir alle (n,2) € V x Q,
wobei b =boa~!. Da a~'(V) auch offen ist, diirfen wir also annehmen, dass
L(¥,z) = exp ((¢, T(x))ga — b(V)) - h(z) fiir alle (J,2) € V x Q.
Durch Verschiebung diirfen wir aufserdem annehmen, dass 0 € V. Genauer gesagt,
wihlen wir ¥y € V und eine offene Umgebung W C R¢ der Null, so dass Jg+W C V.

Dann gilt fiir alle ¥ € W

L(0g + 9, z) = exp ((Jo + 9, T(x))ga — b(Jy + ) - h(z)
— oxp ({9, T(@))zs — 5(0)) - B(a),

wobel

b(d) = b(Vy + ),
h(z) = exp ((Uo, T(2))ga) - h(z).

Wir zerlegen f = f* — f~ in Positiv- und Negativteil. Wir definieren die Make x
durch Z—: = h und v := k o T. Weiterhin definieren wir die Mafke v, und v_ durch
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dv

Analog gilt

und folglich

I

exp (<19,t>Rd)y+(dt) — /

&+ = fy und 2= = f_. Dann gilt fiir alle ¥ € V

ol (1)) = / L, 2) o (T(x) )u(dr)

- / exp (9, ()t — b(0))h(x) £+ (T (x))p(d)
= exp(~b(0)) [ exp ({0 7)) £4(T (@) (o)

Q

= exp(=b(0) [ exp ((0,0)50) o (Ov(a)

Rd

— exp(—b(9)) / exp ({9, 8)pa) s (d).

R4

Eol (1)) = exp(-b(0) [ exp (0, t)sa)o-(do),

R4

exp ((U,t)ga)v_(dt) fiir alle ¥ € V.

R4

Die Mafse v, und v_ sind endlich, denn mit ¥ = 0 folgt

und analog v_ (R?) < co. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir die Laplace-Transformation
(Satz 1.10.8) folgt v, = v_. Also gilt f, = f_ v-fast sicher, und mit Lemma 1.10.9

v (RY) = exp(b(0)) B[ (T)] < oo,

folgt f(T) = f_(T) k-fast sicher. Wegen rk ~ u ~ Py folgt

Beispiel 1.10.11. Wir betrachten das n-fache Gauffmodell. Nach Satz 1.10.10 und

f(T) =0 Py-fast sicher fiir alle ¥ € U.

Beispiel 1.10.7 1st

1 o 1 «

eine vollstindige, suffiziente Statistik. Wir definieren h : R? — R? durch

h(s) := (51, nﬁ (52 - s';’)).
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Dann gilt

n

p(8) = (X, (Aa0) — (X)) = (%

Nach Satz 1.4.17 gilt auf$derdem

"n—1

Ey[h(S)] =10 fir alle ¥ € ©.

Also ist die Statistik (X, s%(X)) nach Korollar 1.9.4 der eindeutig bestimmte gleich-
mdapig beste Schitzer fir die Kenngréfie

7:0 = RY  7(¥9) =Y.

1.11 Die mehrdimensionale Informationsungleichung
Definition 1.11.1. Es ses

M = (Q,ff,(IP’qg RIS @))
ein mehrdimensionales reguléres statistisches Model mit © C RY.

(a) Wir nennen

. d = =— 77
u:0xQ—=RY wu,z)=Vyl(V,z)= L0, 2)

die Einflussfunktion (oder Score-Funktion).

(b) Wir nennen
I:0—=R™  [(9) = Eg[u(¥, X)u(®, X)"]

die Informationsmatriz. Es gilt also

I1(9)i; = Eglu; (9, X)u; (9, X)) fir allei,j=1,...,d.

Fiir einen R%-wertigen Zufallsvektor X = (X1,..., X) € £? bezeichnen wir mit
Cov(X) die Kovarianzmatrix gegeben durch

COV(X)ij = COV(Xi,Xj), Z,j = 1, .. .,d.

Die Kovarianzmatrix ist bekanntlich symmetrisch und positiv semidefinit; letzteres
bedeutet

(Cov(X)b,b)ga > 0 fiir alle b € R”.
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Lemma 1.11.2. Es sei 9 € O beliebig.
(a) Es gilt Ey[u(v, X)] = 0.
(b) Es gilt I(¥) = Covy(u(9, X)), und 1(9) ist symmetrisch und positiv semidefinit.

¢) Fiir allen € R gilt
(c) U

Vary[(n, u(?, X))pe] = (1(9)1, 1)

Bewess.

(a) Es gilt

Ep[u(d, X)] :/Qu(ﬁ,x)L(ﬁ,x),u(dx)

_ /Q VoL(0, 2)u(dz) = Vy /Q L, 2)u(dz) = 0.

-~

=1

(b) Folgt aus Teil (a).
(c) v

Lemma 1.11.3. Es sei X € £? eine Zufallsvariable. Dann gilt

Var[X| = max ELXZ]

262 NarlZ]

wobes
¥ ={Z € ¥ E[Z] =0 und Var[Z] > 0}.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass Var[X] > 0. Es sei Z € % beliebig. Nach der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt

E[X Z] < y/Var[X]/Var[Z],

und daher
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Nun setzen wir
X —E[X
_X-EX)_,
/ Var[X]
Dann gilt

EXZ] _ Cov(X,2) _ VVarl¥] CovX,X) _ srr
\/Var[Z] \/Var[Z] \/Var[X] \/Var[X]

Eine Matrix A € R heifit bekanntlich positiv definit, falls
(Ab,D)ga > 0 fiir alle b € R\ {0}.

Fiir eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix A € R%? gilt det A > 0. Es
gilt det A > 0 genau dann, wenn A positiv definit ist. In dem Fall ist A~ ebenfalls
symmetrisch und positiv definit.

Satz 1.11.4 (Mehrdimensionale Informationsungleichung von Cramer-Rao). Es seien
M = (Q,ﬁ,(Pﬁi’ﬂE @))

ein mehrdimensionales regulires statistisches Modell mit © C RY, so dass I(9) fiir
jedes 9 € © positiv definit ist, T € CY(O;R) eine Kenngrife und T :  — R ein
erwartungstrever Schatzer fir . Dann gilt

Vary[T] > (I(9)"'V7(9), VT (9))ga fiir alle 9 € O.

Beweis. Es sei J € O beliebig. Wir diirfen annehmen, dass V7(J) # 0. Fiir alle
1=1,...,d gilt

0 0 0

5570 = 5Bl = 5 | 7@, 2ute)

-/ T(:v)a%jL(ﬁ,x)u(dx) ~ [ 70,2200, 2)n(da)
= Ey[T u; (9, )].
Also gilt fiir alle n € R4
o [T, (9, X))z = (7, V(9.
Es sei

%y =1{7 € L*(Py) : Ey[Z] = 0 und Vary[Z] > 0}.
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Fiir alle n € R?\ {0} gilt nach Lemma 1.11.2(c), dass Z := (n, u(9, X))gs € 2y mit
Vary[Z] = (I(9)n, n)re > 0.

Also folgt mit Lemma 1.11.3

Vary[T] = max BolTZ]
ze2y \/Vary|Z]

o e BT, 000, X)he]
~ neR4\{0} \/Val"ﬁ[@?a u(, X))ga)
(V1(9), n)pa

= mhmaX —F— .
neRN0} \/(1(D)n, )R

Fiir n := I[(9)7'V7(9) € R? gilt n # 0, da V7(9) # 0 und I[(9)7! : R? — R? ein
[somorphismus ist. Also folgt

(V7(9), 1(0) "' V7 (9)) g
VAVT(@), 1(9) VT () o

Vary[T] > =/ (I(9)IVT(D), VT(D))ga.

Definition 1.11.5. Es seien
M= (0,.F,(Py:9€0))
ein mehrdimensionales requlires statistisches Modell mit © C R?, so dass I(V) fiir

jedes ¥ € © positiv definit ist, 7 € C*(O;R) eine Kenngrife und T : Q — R ein
erwartungstrever Schitzer fiir . Dann heifst T Cramer-Rao-optimal, falls

Varg[T] = (I(9)'V7(9), VT (9))ge fiir alle ¥ € O.

Bemerkung 1.11.6. Ein Cramer-Rao-optimaler Schitzer ist ein gleichmafig bester
Schitzer, aber ein gleichmdfig bester Schétzer braucht nicht Cramer-Rao-optimal zu
SEIN.

Beispiel 1.11.7. Wir betrachten das n-fache Gaufmodell. Dann gilt © = R x (0, 00).
Es sei ¥ = (u,0?) € © beliebig. Bei einer Beobachtunyg ist die Likelihood-Funktion

LY, x) =

()
= exp ( — %1n(27r02) G 'u)2>,

202
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und daher erhalten wir die Log-Likelihood-Funktion
1 2 (v — p)?
6(19,13) = —5 111(277'0' ) — T

Also gilt beim n-fachen Gaufimodell

(9, 1) = ——ln 21 ?) ; 202
Es folgt
0 S — S —
€®n 9 _ ) _ = 7
ol (9,7) ; o? o Zz; o
und

9, n-2m "z — p)? 1 & (xi—,u)2 n
7 o9, z) = — + = -
=gy :

Jo? 2-2mo? = 204 202 P o o2
Also gilt

(9, 7) 1ixz—,u 1 i Ti— n
u(t,z)=[— R —
’ o= o " 202 — o 202

Wir setzen

X — .
="l i1
o

Dann sind Yy, ...,Y, unabhdingig mit
Y, ~N(0,1), i=1,...,n.
Daher gilt

Varyg|ui (9, X)] Varﬁl ZY} = Zvarﬂ[yi] — %'
i=1

Es gilt

n

2 2
E Y ~ X
=1
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und daher

i}/f = 2n.

i=1

Var

Also folgt

1 < n
Vary[uz (¥, X)] = Vary [2 - Zy2 _ Tc?]

=1
_ 2| _ _ "
——Var19|:ZY:| 40_4 —T.A
Fiir Z ~ N(0,1) gult
Cov(Z,7Z*) = E[Z*] = 0.

Also folgt
Covy(ui (¥, X), uz (9, X)) COV( ZY;, 503 Zy2)

— 2y _
T‘S ZCOV(E,}G)—O

,j=1

Wir erhalten die Informationsmatriz
1) = (
Also ist 1(V) positiv definit mit

umAZ(ggi),ﬁe@

oY=

(,3 ) VESNCH
204

Nun betrachten wir die Kenngrofie T: © — R gegeben durch

7(9) =02, 9= (u,0%) €0.

Vﬂw:<?>.

Dann gilt
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Also folgt

I(0) 'V r(9), V7(9))ge = <<

() ()

Nach Beispiel 1.10.11 ist s*(X) der eindeutig bestimmte gleichmdpig beste Schitzer
fiir . Nach Beispiel 1.5.7(c) gilt jedoch
20* 20*

Vary[s*(X)] = 1> = (I(9)'V7(9), VT (9))g2  fiir alle ¥ € O.

o3|,
[~}

39 ©
-~

~~
VRS
)
~_
VR
—_ o
~~_
\/
D

Also ist s*(X) nicht Cramer-Rao-optimal.

1.12 Bayes’sche Schatzer

Wir erinnern nochmal an die Definition eines stochastischen Kerns (sieche Definition
1.8.8).

Definition 1.12.1. FEs seien (21, %) und (g, F2) messbare Riume. Eine Abbildung
K QX Foy — [0,1] heifit ein stochastischer Kern von (21, %) nach (Qq, F2), falls
gilt:

(a) wy — K(wy, Ag) ist Fi-messbar fir jedes Ay € F.
(b) Ay — Kk(wy, Ag) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (Qq, F2) fir jedes wy € €.

Satz 1.12.2. Es seien (21, %1, v) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (o, F2) ein messba-
rer Raum und k ein stochastischer Kern von (Qy,.%1) nach (Qq, %3). Dann existiert
ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf v @ k auf (O X Qq, F1 @ F3), so
dass

(r®K)(A; x Ag) = / K(wy, Ag)v(dwy)  fiir alle Ay € F1 und Ay € F.
Aq

Satz 1.12.3 (Satz von Fubini fiir stochastische Kerne). Es seien (Q, 1) und (22, %3)
messbare Riume, es sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (1, %), und es sei k ein
stochastischer Kern von (21, #1) nach (g, F5). Weiterhin sei

fEfl(Ql XQQ,}H@?Q,V@K).

Dann gilt

/le%fd@@’i) = /91 < Q2f(w1,w2)f<;(w1,dw2)) v(dw).
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Definition 1.12.4. Ein Paar (M, 7) heifit ein Bayes’sches Modell, falls gilt:

(a) M = (Q,F,(Py : ¥ € O)) ist ein Standardmodell mit Likelihood-Funktion
L: @ x Q — R+.

(b) T ist eine o-Algebra iber O, und die Likelihood-Funktion L ist T ®.F -messbar.
Bemerkung 1.12.5. Die Abbildung k : © x # — [0, 1] gegeben durch

k(0,A) = Py(A)
ist ein stochastischer Kern von (©,.9) nach (Q,.F). In der Tat, fir jedes A € .F ist

O R, U Py(A) = /AL(ﬁ, 2)u(dz)

nach dem Satz von Fubini 7 -messbar.

Definition 1.12.6. Es sei (A4 ,T) ein Bayes’sches Modell. Ein Wahrscheinlichkeits-
maf v auf (0, 7) mit L(-,z) € £L1O,T,v) fir jedes x € Q heifit eine a-priori-
Verteilung fiir den Parameter 9 € ©.

Definition 1.12.7. Es seien (M, ) ein Bayes’sches Modell, und v eine a-priori-
Verteilung fiir den Parameter 9 € ©. Wir bezeichnen mit v QP das gemdfs Satz 1.12.2
eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafl auf (© x Q, 7 ® F), und nennen es die
Mischung der Familie (Py)gco mit der Verteilung v.

Korollar 1.12.8. FEs seien (A, 7) ein Bayes’sches Modell, und v eine a-priori-
Verteilung fiir den Parameter ¥ € ©. Fiir jede Funktion f € LY (OxQ, T .F,vQP)
qilt

oxn’ W BF) = /@ (/wa’@lp’ﬁ(dx))V(dﬂ) = /@Eﬂ[f(ﬁ,X)]v(dﬁ).

Beweis. Foglt aus dem Satz von Fubini fiir stochastische Kerne (Satz 1.12.3). [

Definition 1.12.9. FEs seien (A, ) ein Bayes’sches Modell, und v eine a-priori-
Verteilung fiir den Parameter 9 € ©.

(a) Wir definieren L, : @ — R durch
Lo(z) = / L(9, 2)v(d9).
o

(b) Wir definieren m: © x Q — R durch

(Y, ) =
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(¢) Fiirx € Q heifst w(-,x) die a-posteriori-Dichte fiir den Parameter 9 € © gegeben
die Beobachtung x.

(d) Fir x € Q heifit das Wahrscheinlichkeitsmaf v, auf (©,.7) mit

dv,
dv

= 7(-, 1)

die a-posteriori- Verteilung fiir den Parameter v € © gegeben die Beobachtung x.

Bemerkung 1.12.10. Es gilt
/ 7(¢, x)v(d¥) =1 fir alle x € Q.
e

Definition 1.12.11. Die Betaverteilung mit Parametern r,s € (0,00) ist die abso-
lutstetige Verteilung auf (R, B(R)) mit Dichte f : R — Ry gegeben durch

mr—l(l _ {E)S_l

fla) = B(r,s)

Lo,1)(2),

Wir bezeichnen sie mit Beta(r, s). Hierbei bezeichnet

1
B : (0, 00)2 — R, B(r,s)= / y“l(l - y)sfldy
0

die Betafunktion. Es gilt auch

L(r)I'(s)

B(r,s) = Trts)

Beispiel 1.12.12. Wir betrachten das Binomialmodell aus Beispiel 1.1.10. Dann ist
(A, T) wie folgt gegeben:

o M =(Q,.7,(Py:0 € 0)) ist gegeben durch
Q={0,1,...,n}, 7 =)
und Py = Bi(n, ) fird € © =(0,1).
o 7 =B(0).
Dann ist (M, T) ein Bayes’sches Modell. Wir wihlen die a-priori- Verteilung

v =UC(0).
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Es sei k € Q beliebig. Wir erhalten als a-posteriori- Verteilung vy, die absolutstetige
Verteilung mit a-posteriori-Dichte

(1 —o)t g — gy

7'('19,]{3 )
(W, k) = fo()tk (1 — t)nkdt B(k+1,n—k‘+1)

v € 0.

Also gilt
vy = Beta(k + 1,n—k+ 1) fir jedes k € €.

Zur Erinnerung: Der mittlere quadratische Fehler eines Schitzers T' ist gegeben
durch

Fy(T) = Ey[(T — 7(9))?], o € 6.

Definition 1.12.13. Es seien (#, ) ein Bayes’sches Modell, und v eine a-priori-
Verteilung fiir den Parameter v € ©. Weiterhin seien 7 : © — R eine messbare
Kenngrifie und T : 2 — R ein Schdtzer.

(a) Wir definieren den (iber x und O gemittelten) quadratischen Fehler

F,(T) := /@ Fy(T)v(d).

(b) Der Schitzer T heifit ein Bayes-Schatzer zur Kenngrife T, falls

F,(T) < F.(S)
fuir jeden Schatzer S : 2 — R.
Lemma 1.12.14.

(a) Es gilt

(b) Es gilt

Beweis.
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(a) Nach dem Satz von Fubini fiir stochastische Kerne (Satz 1.12.3) gilt

F,(T) = / Fy(T)0(dd) = / Ey[(T — 7(9))%v(d)

_ /@ < /Q (T(:c)—r(z?))zm(dx))z/(dﬂ)

_ /@ () = 7(0))(v © B)(d da),
(b) Mit dem gewthnlichen Satz von Fubini erhalten wir
RAT) = [ ( [aw —T<z9>>2L<z9,x>u<dx>)u<dz9>
-/ ( [aw —Tw))zw,w)u(dz%)u(dx»

]

Satz 1.12.15. FEs seien (A, 7) ein Bayes’sches Modell, und v eine a-priori- Verteilung
fiir den Parameter ¥ € ©. Weiterhin seien 7 : © — R eine messbare Kenngrifie mit
T € LY v,) fiir alle v € Q. Dann ist

T:Q R, T(x):z/@

T(9) v, (d) :/7(19>7T(19,Z)3)V(d19>

S}

ein Bayes-Schdtzer zur Kenngrifie T.

Beweis. Es sei S : Q@ — R ein Schétzer. Mit Lemma 1.12.14(b) und der Gleichung
Jo (9, z)v(dY) =1 (sieche Bemerkung 1.12.10) fiir alle z € Q folgt

()~ 5() = [ ([ 1156 = 70) = (10 7)) 0, 00(a) )
_ /Q ( /@ [S(:U)Q—QS(Q;)T(ﬁ)—T(:c)2+2T(:U)T(19)}L(19,m)u(dﬁ))u(dm)

_ /Q Ll,(x)( /@ [S(2)? — 25(x)r(9) —T(x)2+2T(a:)7'(19)]7r(79,:c)1/(d19)) (dz)
_ /Q L,(2)[S(2)? — 28(2)T(x) — T(x)? + 2T(z)?] u(dx)

- / L,()(S(2) — T(x)?u(dz) > 0.
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Beispiel 1.12.16. Beim Binomialmodell aus Beispiel 1.12.12 betrachten wir die
Kenngrofie T : © — R, 7(9) = 9. Wir erhalten den Bayes-Schitzer

T(k):/@ﬁw(ﬁ,k)u(dﬁ): B(k+1,i—k+1)/0 IEHL(1 — gynky
 Bk+2,n—k+1) T(k+2)T(n—k+1) T(n+2)
T Blk+1ln—k+1) T'(n+3) T(k+1D)I(n—k+1)
CT(k+2)-T(n+2)  (k+D!-(n+1)! k+1
I'(n+3)-T'(k+1) (n+2)!- k! n+2

Hierbei haben wir benutzt, dass I'(n+ 1) = n! fir alle n € Ny. Also gilt

X 41
Tt

n+2’

vergleiche Beispiel 1.5.4.



Kapitel 2

Bereichsschatzer

2.1 Definitionen und Eigenschaften
Definition 2.1.1. Es seien
M = (Q,ﬁ,([% 9 e @))

ein statistisches Modell, und 7 : © — E eine Kenngrdfse mit Werten in einem messba-
ren Raum (E,&).

(a) Ein Abbildung C : Q) — & heif§it ein Bereichsschdtzer.

(b) Fiir o € (0,1) heifst ein Bereichsschitzer C eine Konfidenzmenge (oder ein
Konfidenzbereich) fir T zum Niveau «, falls {T(9¥) € C} € ¥ und

Py(r(¥) € C) > 1—a fiir alle v € O©.

(¢) Gilt (E,&) = (R,B(R)), und ist C von der Form C = [T, T] mit zwei Statisti-

ken T < T, so nennen wir C' auch ein Konfidenzintervall. In diesem Fall gilt
automatisch

{reC={T<r0) <Tt={T<r()}n{r(¥) <T}eF
fiir jedes ¥ € ©.

Lemma 2.1.2. Fir beliebige Ereignisse Ay, ..., A, € F gill

f(Aa) 21 S

71
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Beweis. Nach den De Morgan’schen Gesetzen und der o-Subadditivitdt von P gilt

P(éAj) :IP’((JQA;)C) _ 1_1[»(QA;) > 1—gP(A§).

O
Satz 2.1.3. Es seien 7; : © — FE; Kenngroffen mit Werten in einem messbaren Raum
(E;, &) fiiri=1,...,m, und es seien o € (0,1) und o; € (0,1),7=1,...,m, so dass
a=a;+ ...+ a,. Weiterhin seien C; : Q) — & Konfidenzmengen fir t; zum Niveau
a; firi=1,...,m. Dann ist C: Q - & ®...® &, gegeben durch C = (C,...,Cp)
eine Konfidenzmenge fir 7 : © — Ey X ... x E,, gegeben durch 7 := (11,...,Ty) zum
Niveau .

Bewers. Fiir jedes v € O gilt

m

{r)eCy={n) e} e 7,

j=1 eF

und nach Lemma 2.1.2 gilt

Pu(r(0) € €)= Ba( ({0 € G}

>1-> Py(r(0) ¢Cy)>1-) aj=1-a.
j=1 j=1

O

Definition 2.1.4. FEine Abbildung m : © x Q — E heifit eine Pivot-Statistik (oder
ein Pivot), falls gilt:
(a) Fir jedes ¥ € © ist 7(V,-) : (Q,F) — (E,&) messbar.

(b) Es existiert ein Wahrscheinlichleitsmaf$ n auf (E, &), so dass
Pyom(v,:) =n fir alle ¥ € O.

In diesem Fall nennen wir n die zugehérige Pivot-Verteilung.

Satz 2.1.5. Es sei m eine Pivot-Statistik mit Pivot-Verteilung . Es seien a € (0, 1)
und B € &, so dass

n(B) >1-—a.
Weiterhin sei C' : Q) — & eine Abbildung, so dass
{r(¥) € C} ={n(v¥,-) € B} fir jedes ¥ € O©.

Dann ist C eine Konfidenzmenge fiir T zum Niveau .
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Beweis. Fiir jedes v € O gilt
{r(W) e C={r(0,-) e B} e F
und

Py(1t(0) € C) =Py(n(v,:) € B) =n(B) > 1—a.

2.2 Bereichsschatzer in Gaulsmodellen

Definition 2.2.1. Es sei n € N beliebig.

n 1

(a) Wir nennen x> = I'(%,3) eine Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden.
Ihre Dichte f: R — R, st gegeben durch

1 n_q1 _z
f(l') = QTL/Q—F(%l)xQ e 2 1(0700)(I)7 T € R.

(b) Wir nennen die absolutstetige Verteilung t,, auf (R, B(R)) mit Dichte f : R —
R, gegeben durch

eine t-Verteilung mit n Freiheitsgraden.
Satz 2.2.2. Es sein € N beliebig.

(a) Es seien Xi,..., X, ~ N(0,1) unabhingige, standardnormalverteilte Zufallsva-
riablen. Dann gilt

n
2 : 2 2

Xi ~ Xn-
i=1

(b) Es seien X ~N(0,1) und Y ~ x? unabhingige Zufallsvariablen. Dann gilt
X

VY/n

Beweis. Ubung. O]

~ 1,
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Satz 2.2.3. Es seien Xy,..., X, ~ N(p, 0?) unabhingige, normalverteilte Zufallsva-
riablen. Dann sind X und s*(X) unabhdingig mit

X - 1 -
EON@O,1), “m(X)~\2, und a

Vo?/n o2 V$2(X)/n

Beweis. Nach Satz 1.4.17 sind X und s?(X) unabhiingig, und es gilt

~lp_1.

52(X) ~ Xq2171~

Also gilt

Die Zufallsvariablen Y und Z sind ebenfalls unabhéngig, und mit Satz 2.2.2(b) folgt
X —pu B Y
VIR VZ[n-1)

n—1-

]

Definition 2.2.4. Fiir a € (0,1) bezeichnen wir mit z, :== ®(a) das a-Quantil der
Standardnormalverteilung. Hierbei bezeichnet ® : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion
von N(0,1).

Im Folgenden benutzen wir fiir € R und € > 0 die Schreibweise
ate:=la—ea+e.
Satz 2.2.5. Wir betrachten das n-fache Gaufimodell mit bekannter Varianz o > 0.
(a) Die Zufallsvariable
X —p
w(p, ) =
() i

ist eine Pivot-Statistik mit Pivot-Verteilung n = N(0,1).

(b) Fiir jedes o € (0,1) ist das Zufallsintervall C : Q — B(R) gegeben durch

C= X + Zl_a/g\/O'Q/n

ein Konfidenzintervall fir o zum Niveau .
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Beweis.
(a) Folgt aus Satz 2.2.3.
(b) Mit ¢ := 21_q/2 und B = [—c, c] gilt wegen der Symmetrie der Dichte

n(B) = n((—o0,c]) = n((—o00, —c)) = ®(c) = ®(—c) = (c) — (1 — 2(c))
:2®(c)—1:2(1—%> 1=1—a,

und fiir jedes p € R gilt

{ueC}z{ue)_(ic\/m}:{)_(—cmgug)_(+cm}

:{X—M—CW§O§X—M+CW}

={m(p,-) —e<0<m(p,-) +c} ={[m(p, )| < ¢} ={n(p,-) € B}.
Also folgt dieser Teil mit Satz 2.1.5.

]

Satz 2.2.6. Wir betrachten das n-fache Gauffimodell mit bekanntem Erwartungswert
w € R, und setzen

(a) Die Zufallsvariable

ist eine Pivot-Statistik mit Pivot- Verteilung n = x2.
(b) Fiir jedes o € (0,1) ist das Zufallsintervall C : Q — B(R) gegeben durch

na?(X) no*(X)

C = :
X?L,].—Oé/2 Xi,oa/2

2

ein Konfidenzintervall fiir o° zum Niveau o.

Beweis.
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(a) Mit Satz 2.2.2(a) folgt

~N(0,1)
(b) Es sei F' die Verteilungsfunktion von 7. Mit B = [ng,oz/Q’X?zz,l—a/Q] gilt

n(B) = n((—=00, X _41-asal) = 1((—00, X _4.0/2))

«

o
= F(Xp—a1-a2) = F(Xn—aa2) = <1—§>—§=1—a,

und fiir jedes 0% > 0 gilt

(ot ec) - {02 . [n;#(X) | m}?(X)H _ {n;32<x> o< n&j(X)}

Xn,lfa/Q Xi,a/2

n,1—a/2
= {n(0?, ) € B}.
Also folgt dieser Teil mit Satz 2.1.5.

1 1 1
- < < = {2 < 2 )<y
{X2 ~w(o2,) T A2 a/z} Doz <70 ) < Xnioarz)

Satz 2.2.7. Wir betrachten das n-fache Gaufimodell mit © =R x (0, 00).
(a) Die Zufallsvariable
X —p
s2(X)/n’

st eine Pivot-Statistik mit Pivot-Verteilung ny = t,_1.

m(,-) = = (1,07

(b) Die Zufallsvariable

o2
ist eine Pivot-Statistik mit Pivot-Verteilung ny = x2_,.

(¢) Fiir jedes o € (0,1) ist das Zufallsintervall Cy : Q@ — B(R) gegeben durch
Ci=XEth 11-apVs*(X)/n

ein Konfidenzintervall fir o zum Niveau .
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(d) Fiir jedes a € (0,1) ist das Zufallsintervall Cy : Q@ — B(R) gegeben durch

n—1 n—1
Cr = |:2—82(X)’ 5 82(X)}
Xn—l,l—a/Q Xn—l,a/?

ein Konfidenzintervall fiir 0® zum Niveau o.

(e) Fiir jedes o € (0,1) ist das Zufallsrechteck C : Q@ — B(R?) gegeben durch

(X ttaapa /PO ) ¢ |20, 5 s2(0)

Xn—1,1-a/4 Xn—1,a/4

ist ein Konfidenzbereich fiir 9 = (u,0?) zum Niveau c.
Beweis.
(a) Folgt aus Satz 2.2.3.
(b) Folgt aus Satz 2.2.3.
(c) Mit ¢ :=t,_11-a/2 und B = [—c, ] gilt wegen der Symmetrie der Dichte

m(B) = n((—o0,¢]) = n((—o0, —c)) = ®(c) = ®(—c) = (c) — (1 — ®(c))
:2<I>(c)—1:2<1—%> —1=1-a,

und fiir alle ¥ = (u,0?) € R x (0, 00) gilt,

(e} = {,,L e X :I:c\/s2(X)/n}
:{X—c 82(X)/NSM§X+C\/W}
= {X = VR /1 <0< X — it /53 (X) /]

<X -
= {Wl(ﬂ, ) —c<0< 7{'1(/19’ ) +C}
=A{|m (9, )| < ¢} ={m¥,-) € B}.

Also folgt dieser Teil mit Satz 2.1.5.
(d) Es sei F die Verteilungsfunktion von 7,. Mit B = [Xi—l,a/27x721—1,1—a/2] gilt

M(B) = 12 ((=00, X 41-as2)) = 12((=00, Xir—ga/2))

ay
= F(Xp-d1-as2) = F(Xn-aa/2) = (1 - 5) 5 =1l-a
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und fiir alle ¥ = (u, 0?) € R x (0, 00) gilt

(e ={o e | T 00, 2] |

Xn—1,1-a/2 Xn—1,a/2

:{Xf;ls?(x)gﬁg n-l sZ(X)}

n—1,1—a/2 Xn—1,a/2

_ { 1 < 1 < 1 }

XZ—I,I—&/Q T om(d, ) T Xi_La/g
= {Xi—l,a/Q < my(d,-) < Xi—1,1—a/2}
= {m(, ) € B}.

Also folgt dieser Teil mit Satz 2.1.5.

(e) Folgt aus den Teilen (¢) und (d) sowie Satz 2.1.3.



Kapitel 3

Hypothesentests

3.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften
Es sei
M = (Q,y,(PgiﬁEG))

ein statistisches Modell. Es seien 0y, ©; C © zwei Teilmengen, so dass ©p N O; = ()
und © = @0 U @1.

Definition 3.1.1.

(a) Wir nennen Hy = {0 € ©g} die Null-Hypothese.
(b) Wir nennen Hy = {¥ € ©,} die Alternative.

(c) Ist ©g = {Jo} fiir ein ¥y € O, so sprechen wir von einer einfachen Hypothese,
ansonsten von einer zusammengesetzten Hypothese.

(d) Sind © C R und ©1 = {9 € © : ¥ £ Yy} fiir ein ¥y € O, so nennen wir die
Alternative zweiseitig.

(e) Sind © C R und ©1 = {9 € © : 9 > Uy} fir ein 9y € O, so nennen wir die
Alternative einseitig.

Definition 3.1.2. Fine Statistik ¢ : Q — {0,1} heifit ein Test (von Hy gegen Hy).

e Falls p(x) = 0 fir eine Beobachtung x € Q, so wird die Null-Hypothese Hg
akzeptiert.

o Fualls p(x) = 1 fir eine Beobachtung x € , so wird die Null-Hypothese H,
verworfen; das heifit, die Alternative H, wird akzeptiert.

79
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Bemerkung 3.1.3. Jeder Test ist also von der Form ¢ = 14 fiir eine Menge A € F.
Definition 3.1.4.

(a) Eine Entscheidung fir Hy, obwohl Hy richtig ist, heifit ein Fehler 1. Art.

(b) FEine Entscheidung fir Hy, obwohl Hy richtig ist, heifit ein Fehler 2. Art.

Bemerkung 3.1.5. Es kdnnen also folgende Arten von Fehlern entstehen:

‘ Hy wahr H, wahr
Hy wird akzeptiert | kein Fehler Fehler 2. Art
Hy wird verworfen | Fehler 1. Art kein Fehler

Beispiel 3.1.6. FEin Unternehmen hat ein Medikament entwickelt, das angeblich in
weniger als 5% der Anwendungen schddliche Nebenwirkungen hat. Wir betrachten die
Null-Hypothese Hy = {¥ > 0.05} und die Alternative H; = {1 < 0.05}.

Hy = {¥ > 0.05} H, = {9 <0.05}

Hy wird akzeptiert | kein Fehler Fehler 2. Art: Das Medika-
ment ist unschddlich, man
hdlt es jedoch fiir schadlich.
Hy wird verworfen | Fehler 1. Art!! Das Medika- | kein Fehler

ment ist schddlich, man hdlt
es jedoch fiir unschddlich.

Definition 3.1.7. Fir einen Test ¢ ist die Gitefunktion G, : © — [0,1] definiert
durch

G,(9) :=Ey[g], €O

Bemerkung 3.1.8. Bekanntlich ist jeder Test ist also von der Form ¢ = 14 fiir eine
Menge A € Z. Fiir jedes ¥ € © ist G,(9) = Py(A) die Wahrscheinlichkeit unter Py,
sich fiir die Alternative Hy zu entscheiden. Insbesondere gilt also:

o Falls ¥ € Oy, so ist G,(0) die Wahrscheinlichkeit unter Py, einen Fehler 1. Art
zu begehen.

o Falls ¥ € Oy, so0 ist 1 — G, (V) die Wahrscheinlichkeit unter Py, einen Fehler 2.
Art zu begehen.

Wir werden einen Test also als gut ansehen, wenn mit primdrer Prioritit G,|e, klein
(siehe Definition 3.1.9) und mit sekunddrer Prioritit G,le, grof (siehe Definitionen
3.1.11 und 3.1.13) ist.

Definition 3.1.9. Es seien ¢ ein Test und a € (0,1).
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(a) Der Test ¢ heifit zuldssig zum Irrtumsniveau o, falls

sup G, (¥) < a.
YEO

In diesem Fall sagen wir auch, dass der Test ¢ das Signifikanzniveau o hat.

(b) Der Test o heifit ein Level-a-Test, falls

sup G, (V) = a.
Y€

Satz 3.1.10 (Zweiseitiger Gaub-Test fiir ). Wir betrachten das n-fache Gaufmodell
mit bekannter Varianz o® > 0. Wir zerlegen © = R in

©0 = {uo} und O =R\ {uo}
fiir ein py € R. Dann erhalten wir die Null-Hypothese Hy = {u = po} und die

Alternative Hy = {u # po}. Weiterhin sei a € (0,1) gegeben. Fiir ¢ € R definieren
wir den Test

Pe = L —pgl>c}-
Dann gelten folgende Aussagen:
(a) Fiir jedes ¢ > \/m * Z1—ay2 18t der Test o, zuldssig zum Irrtumsniveau .
(b) Fiir c = \/m - Z1—a)2 5t @ ein Level-o-Test.

Bewers. Es gilt nach Satz 2.2.3

G%(MO) = EMO [900] = Euo[l{\X’—uoIZc}] = IP>/10<|‘)2 - :u0| > C)
=1-Py(—c<X —py<c)

c X — o c )
=1-P — < <
MO( Vo2/n o \Jo/n  \Jo%/n
(0,1)
~N(0,1

e )
-2p-+(7)]
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(a) Also erhalten wir

& >0 /nzia).

(b) Analog erhalten wir

Gy (o) =a & c=+\02/n-21_q.

]

Definition 3.1.11. Es sei o € (0,1) beliebig. Fs sei ¢ ein Test, der zuldssig zum
Irrtumsniveau o ist. Weiterhin sei 5 € (0,1) beliebig. Eine Teilmenge T'y C ©1 heift
etne Indifferenzzone von p zu den Irrtumsniveaus o und (3, falls

sup (1 — Gy (7)) < 5,
UISVANT

wobei Ay C O1 gegeben ist durch Ay := 01\ T'y.

Satz 3.1.12 (Einseitiger Gauk-Test fiir ). Wir betrachten das n-fache Gaufmodell
mit bekannter Varianz o* > 0 mit einer nichtleeren, beliebigen Teilmenge © C R.
Wir wahlen pg € © und zerlegen © in

Op={pned: u<pu} und O, ={pne€0:u>pu}.

Dann erhalten wir die Null-Hypothese Hy = {p < po} und die Alternative Hy = {u >
to}. Weiterhin sei o € (0,1) gegeben. Fiir ¢ € R definieren wir den Test

Pe = Lixpoc}-
Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Die Gitefunktion G, : © — R ist gegeben durch

Go.(p) = 1_¢(w)7 peEo.

Vo?/n
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(b) Insbesondere ist die Gitefunktion G, : © — R monoton wachsend.

(¢) Fir jedes ¢ > \/m - 21_q 18t der Test p. zuldssig zum Irrtumsniveau o.

(d) Fiir ¢ := \/a%/n - 2 _, ist ¢, ein Level-a-Tesl.

(¢) Es seic:=\/02n-z_,. Firalle 8 € (0,1) und vy > po ist (110, 0) N O genau

dann eine Indifferenzzone von @, zu den Irrtumsniveaus o und 5, wenn
2 2
0 (21_a — 2
n > ( a 25)
(Yo — po)

Bewess.

(a) Fiir jedes p € Oq gilt nach Satz 2.2.3
Goo(1) = Bulpe(X)] = Ep[1ix_ppzer] = Pu(X = ¢+ puo)
( R el ): (Cﬂm— )
Vo 2/n Vo?/n N

~N(0 1)

(b) v
(c) Es folgt

Somit erhalten wir

(d) Analog erhalten wir

sup Gy (1) = & c=+/0%/n-z_,.

HEBOQ
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(e) Es sei > g beliebig. Nach Teil (a) gilt

Go(1) = 1-@(%) - 1—¢(z1a— %)

Also gilt
W= Mo ..
1—-Gy(p) = (I)<Zl—a — —) fiir alle p > 1y,
Voz/n
und somit

Vo — Mo
sup(1 -G =0z 4— —F—— ).
sup(1 = G, )) = @ (210 - 2 /n)
Daraus folgt

sup(1 — Gy(p)) <

u>A

Vo — Ko
< Zl-a — <z
- 0_2/n B
Vo — o
&S g — 28 <
e T = a?/n
o nza(zl,a—zﬁ)
Vo — Mo
N n202(zl_a_zf)2
(VO—MO)

O

Definition 3.1.13. FEs sei a € (0, 1) beliebig. Ein Test ¢ heifit ein gleichmafsig bester
Test zum Irrtumsniveau o (von Hy gegen Hy), falls gilt:

(a) Der Test ¢ ist zuldssig zum Irrtumsniveau c.

(b) Es gilt

G,(0) > Gy(V)  fiir alle ¥ € ©4

und fiir jeden zuldssigen Test ¢ (von Hy gegen Hy) zum Irrtumsniveau o.
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3.2 Das Neymann-Pearson-Lemma

Es sei
M = (Q,L@,(Pg:ﬂe@))

ein Standardmodell mit © = {Jy, ¥, } fiir ¥y # ¥;. Wir zerlegen © in 6y = {9y} und
©; = {¥1}. Wir betrachten das Testproblem Hy = { = ¥y} gegen H; = {¥ = V1 }.
Wir nehmen an, dass Py, =~ p ~ Py,, wobei p das dominierende Maf bezeichnet.
Weiterhin sei L : © x Q — (0, 00) die Likelihood-Funktion.

Definition 3.2.1.
(a) Wir definieren den Likelihood-Quotienten durch

LY,z
L(ﬁg,’ﬁl,%) = LE’@; {L‘;

(b) Fiir k € Ry definieren den Likelihood-Quotienten-Test durch

O = L{1ne,01,%)>k})-

Satz 3.2.2 (Neyman-Pearson-Lemma). Es seien o € (0,1) und k € R, so dass
der Likelihood-Quotienten-Test ¢ ein Level-a-Test ist. Dann ist . ein gleichmdfig
bester Test von Hy gegen Hy zum Irrtumsniveau c.

Beweis. Es sei 1 ein beliebiger Test von Hy gegen Hy zum Irrtumsniveau o. Weiterhin
sei x € (2 beliebig. Wir unterscheiden zwei Fille:

(1) Es gelte L(9y,z) — kL(Jg,x) > 0. Dann gilt

L(ﬁl,l’) L(’l917$) - ]{?L(’l?(),l’)
(790,191,13) k L(ﬁmx) k L<1907x) = 0

Also gilt L(9g, 1, z) > k, und daher ¢ (z) = 1. Also folgt
pr(z) —¥(z) 2 0.

(2) Es gelte L(Y1,2) — kL(0g,z) < 0. Dann gilt

. L(’l91,$) . L(’l91,fL‘) - kL(ﬁo,x)
L(ﬁg,’&hl’) k= L(ﬁo,gj‘) k= L<1907x) < 0.

Also gilt L(dg, V1, z) < k, und daher ¢ (z) = 0. Also folgt

wr(z) — Y(z) <O0.
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Insgesamt folgt
(pr(x) — (x)(L(V,x) — kL(Y,x)) > 0 fiir alle x € Q.
Also gilt

/Q (ou() — 0(@) ({91, 7) — kL(Jy, 2))u(d) > 0.
Hieraus folgt

Eo,lox — o] = k By [ox — )] = 0.
Da ¢y, ein Level-a-Test ist, gilt Ey,[pr] = . Auberdem gilt Ey,[¢)] < a, und es folgt
Eo,lex] — Eo, [V] = kB lor] — k By, [0)] = k(o = By, [¢1]) 2 0.
Also gilt
Eo, [pe] = Eg, [1)].
]

Satz 3.2.3. Wir betrachten das n-fache GaufSmodell mit bekannter Varianz o® > 0
und Parameterraum © = { o, pn } fir po < pn. Wir zerlegen © in

O = {po} und ©O1 = {u}.

Dann erhalten wir die Null-Hypothese Hy = {p = po} und die Alternative Hy = {u =
w1 }. Weiterhin sei o € (0,1) gegeben. Wir definieren den Test

Pe = IL{X'—,uozc}a

wobei ¢ = \/o?/n - z1_q. Dann ist p. ein gleichmdfig bester Test zum Irrtumsniveau
.

Beweis. Nach Satz 3.1.12(d) ist der Test ¢. ein Level-a-Test. Weiterhin gilt

L(po, z) = m exp ( - T; i(Xi - H0)2>

i=1

und

1
Ly, ) = WGXP (—

QL (Xi - M1)2>
= m exp ( — 2L Z((Xz — po) — (g1 — H(J))Q)
1
202

-
3 IIMz
—_

=1
n

1 Z ((Xi — p10)* = 2(p1 — o) (X — po) + (pa — M0)2))

B (2mwo?)n/2 P ( B
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Also gilt

L(p, x 1 — ,
LEZO,x; P <_ 2722 (= 2(p1 = p0) (X = o) + (g1 — p1o) ))

=1

= exp (“’1 —_Ho zn:(xi o) — ”(M—W)

L(:uonuhx) -

ot i=1 20°
— ex wo‘( — o) — n(p ;2/~L0)2
= eXZ Em s (X — MO)M (i — “3)2) )
(0%/n) 2(02/n)

Wir definieren die streng monoton wachsende, bijektive Funktion

D:(0,00) =R, ®(y):= —\/02/n<1ny+ M)

K1 — o 2(02/n)
Dann gilt
(Lino, ;@) = Mlgj/:) (hlL(uo,ul,x) -~ %)
_ X — o
Voi/n
Mit
k= ®" (0—2/n>
folgt
{X —po>c} = {)\(/0_2—77: 2 \/(:2%} = {L(po, pr1, X) > k}.

Nach dem Neyman-Pearson-Lemma (Satz 3.2.2) ist . also ein gleichméfbig bester
Test. [

3.3 Erweiterung auf allgemeinere Bereiche

Satz 3.3.1. Es seien © C R und vy € O beliebig. Wir zerlegen © in
@0 == (—OO, ’190] N und @1 = (190, OO) N o.

Dann erhalten wir die Null-Hypothese Hy = {9 < ¥y} und die Alternative Hy = {0 >
Yo}. Es seien o € (0,1) und ¢ : Q — {0, 1} eine Statistik, so dass gilt:



88

(1) Die Gitefunktion ¥ — G, (0) ist monoton wachsend auf ©y.

(2) Fiir alle ¥, € Oy ist ¢ ein gleichmdfig bester Test von {9 = Yy} gegen {¥ = 9}
zum Irrtumsniveau o.

Dann ist ¢ ein gleichmafig bester Test von Hy gegen Hy zum Irrtumsniveau o.

Beweis. Wegen der Monotonie der Giitefunktion gilt

sup G,(9) = G, () < a
JEOg

Also ist ¢ ein zuléssiger Test von Hy gegen H; zum Irrtumsniveau «. Nun sei ¢ ein
zuldssiger Test von Hy gegen H; zum Irrtumsniveau a. Es gilt also

sup Gy(9) <«
Y€

und damit insbesondere
G¢(’l90) S .

Also ist ¢ fiir jedes ¥ € ©; ein zuldssiger Test von {9 = ¥y} gegen {9 = ¥} zum
[rrtumsniveau «. Es folgt

Ggo(ﬁl) 2 Gw(l%) fiir alle 191 S @1.
Also ist ¢ ein gleichmékig bester Test von Hy gegen H; zum Irrtumsniveau a. O

Satz 3.3.2 (Einseitiger Gauf-Test fiir ). Wir betrachten das n-fache Gaufmodell
mit bekannter Varianz o® > 0 mit © = R. Wir wéihlen py € R und zerlegen © in

O = (—o0, o] und O = (g, ).

Dann erhalten wir die Null-Hypothese Hy = {pn < po} und die Alternative Hy = {u >
to}. Weiterhin sei a € (0,1) gegeben. Wir definieren den Test

Pe = H{X—MOZC}M

wobei ¢ = \/o?/n - z1_o. Dann ist @. ein gleichmdfig bester Test von Hy gegen Hy
zum Irrtumsniveau o

Beweis. Nach Satz 3.1.12(b) ist die Giitefunktion G, monoton wachsend, und nach
Satz 3.2.3 ist ¢, fiir jedes p; € O ein gleichmékig bester Test von {u = o} gegen
{p = p1} zum Irrtumsniveau . Mit Satz 3.3.1 folgt, dass ¢, ein gleichméfig bester
Test von Hy gegen H; zum Irrtumsniveau « ist. O
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3.4 Exponentielle Familien
Es sei . eine exponentielle Familie mit Likelihood-Funktion
L(0,z) = exp (a(9)T(z) — b(¥)) - h(z) fiir alle (J,z) € © x Q.

Definition 3.4.1. Die exponentielle Familie .# heiffit monoton wachsend, falls a :
O — R streng monoton wachsend ist.

Lemma 3.4.2. Die exponentielle Familie .# sei monoton wachsend. Dann existiert
fur alle 99,91 € © mit ¥y < 97 eine streng monoton wachsende, bijektive Funktion
D = Dy, 9, : (0,00) = R, s0 dass

O(L(Yg,01,x)) =T(x) fir alle z € Q.

Beweis. Wir definieren @ : (0,00) — R durch

P(y) == m<lny + (b(91) — b(%)))-

Dann ist ® streng monoton wachsend und bijektiv, und wegen

L(t,x)

L(7~907I91ax) = L(ﬁo l’)

= exp ((a(V1) — a(¥))T(x) — (b(V1) — b(Vp))), z€Q

folgt
O(L(Vo, V1, 2)) = T(x) fiir alle x € Q.
[

Satz 3.4.3. Die exponentielle Familie 4 sei monoton wachsend. Es sei © = {0y, Y1}
mit Yo < V1. Wir zerlegen © in

@0 = {190} und @1 = {191}

Dann erhalten wir die Null-Hypothese Hy = {9 = ¥} und die Alternative Hy = {9 =
U1}, Es seien o € (0,1) und v € R, so dass

oy = Lir(x)>y)

ein Level-a-Test ist. Dann ist ., ein gleichmdfig bester Test von Hy gegen Hy zum
Irrtumsniveau o.
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Beweis. Nach Lemma 3.4.2 gilt

Py = H{T(X)ZW} - H{L(ﬂo,ﬁl,X)zk};

wobei k = ®7!(v). Nach dem Neyman-Pearson-Lemma (Satz 3.2.2) ist ¢, ein gleich-
méakig bester Test von Hy = { = ¥} gegen H; = {¥ = ¥1} zum Irrtumsniveau
o. O

Lemma 3.4.4. Die exponentielle Familie .# sei monoton wachsend. Dann ist fir
jedes v € R die Giitefunktion G, : © — [0,1] des Tests ¢, = Lipx)>y} monoton
wachsend.

Beweis. Es seien 91,175 € © mit 97 < v beliebig. Weiterhin sei x € €2 beliebig. Nach
Lemma 3.4.2 gilt T'(z) > v genau dann, wenn
L(ﬁl, ZE)
L(ﬁo, ZI})

= L(ﬁo,ﬁl,x) Z k,

wobei k = ®~!(v). Also folgt fiir alle z € Q mit T'(z) > ~, dass ¢,(z) =1 und

(L(01,z) — kL(Yo, x)) (¢ (x) —b) > 0 fiir alle b € [0, 1]
& (L0, x) — kL(Yg, z)) s (x) > (L(V1, 2) — kL(Yg, 2))b  fiir alle b € [0, 1].

Daraus folgt
Ey, [¢] — kEyg,[¢] > (1 — k)b fiir alle b € [0, 1].
Mit b := Ey,[¢] € [0, 1] folgt
Ey, [¢] > Ey, [¢].
[

Satz 3.4.5. Die exponentielle Familie .# sei monoton wachsend. Fs seien © C R
und vy € O beliebig. Wir zerlegen © in

@0 == (—OO, 190] N und @1 == (190, OO) N o.

Dann erhalten wir die Null-Hypothese Hy = {0V < ¥y} und die Alternative H; = {0 >
Yo}. Es seien o € (0,1) und v € R, so dass fiir

oy = Lir(x)>4)

gilt G, (Vo) = a. Dann ist @, ein gleichmdfiig bester Test von H, gegen H; zum
Irrtumsniveau o.
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Beweis. Nach Lemma 3.4.4 ist die Giitefunktion G, : © — [0, 1] monoton wachsend.
Nach Satz 3.4.3 ist fiir alle ¥, € ©; der Test ¢, ein gleichméfig bester Test von
{0 = Yo} gegen {¥ = ¥} zum Irrtumsniveau «. Also folgt mit Satz 3.3.1, dass ¢, ein
gleichméfig bester Test von Hy gegen H; zum Irrtumsniveau « ist. O

Beispiel 3.4.6. Fir das n-fache Gauffmodell mit bekannter Varianz o? > 0 kinnen
wir die Aussage von Satz 3.3.2 nun leicht alternativ beweisen. In der Tat, es handelt
sich um eine exponentielle Familie mit

a(p) = % und T(X)=X.
o

Die Funktion a ist streng monoton wachsend. Also ist die exponentielle Familie A
monoton. Wir setzen v := po + ¢ mit ¢ :== \/0%/n - z1_, und betrachten den Test

Oy = Lir(x)>~}-

Nach Satz 3.1.12(d) gilt G, (o) = o Also folgt mit Satz 8.4.5, dass ¢, ein gleich-
mdapig bester Test von Hy gegen Hy zum Irrtumsniveau o ist.

3.5 Dualitat zwischen Konfidenzmengen und Hypo-
thesentests

In diesem Abschnitt sei
M = (Q,ﬁ,(Pﬁi’ﬂE @))
ein statistisches Modell.

Satz 3.5.1. Es sei a € (0,1) beliebig, und es sei C : Q — & eine Konfidenzmenge
fur ¥ zum Niveau . Weiterhin sei vy € © beliebig. Wir zerlegen © in

@Q = {190} und @1 =0 \ {190}

Das heifit, wird erhalten die Null-Hypothese Hy = {¥ = 0y} und die Alternative
Hy = {9 #9Yo}. Dann ist

p: Q=A{0,1}, pi= Lecy
ein Test, der zuldssig zum Irrtumsniveau o ist.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt {¢ € C} € .7 und

Py(d € C)>1—a firalle v € ©.
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Also gilt insbesondere {¥y € C} € .%, und folglich ist ¢ ein Test. Weiterhin gilt

Go(U0) = Egyp] = Egy[L1so¢cy] = Py, (Yo & O)
:1—P790(190€C) §1—(1—oz):oz.

Nun erhalten wir leicht einen alternativen Beweis von Satz 3.1.10.

Korollar 3.5.2. Wir betrachten das n-fache Gauffmodell mit bekannter Varianz o >
0. Wir zerlegen © =R in

©o ={no} und O1=R\{no}

fiir ein py € R. Das heif$t, wir erhalten die Null-Hypothese Hy = {p = po} und die
Alternative Hy = {u # po}. Weiterhin sei o € (0, 1) gegeben. Dann ist

=1y .
14 {|X—M0|>\/ 02/"'21704/2}
ein Test, der zuldssig zum Irrtumsniveau o ist.

Beweis. Nach Satz 2.2.5(b) ist das Zufallsintervall C':  — B(R) gegeben durch

C= X + Zl_a/2\/02/n

ein Konfidenzintervall fiir g zum Niveau «. Auferdem gilt

{0 & C} = {10 ¢ X £ 2102V 02 /n} = {|X — po| > V/o?/n-21_ap}.

Nach Satz 3.5.1 folgt, dass ¢ ein Test ist, der zuldssig zum Irrtumsniveau « ist. [

Satz 3.5.3. FEs sei o € (0,1) beliebig, und es sei T eine o-Algebra iber ©. Weiterhin
sei (py)veo eine Familie von Tests, so dass gilt:

o Fir jedes Uy € © ist @y, ein Test, der fir Hy = {9 = Yo} gegen Hy = {0 # ¥y}
zuldssig zum Irrtumsniveau o ist.

e Die Abbildung © x Q — {0,1}, (9, 2) — @y(z) ist T @ F-messbar.

Dann st
C:Q—7, Clx)={0e€0:py(x)=0}

eine Konfidenzmenge fir 9 zum Niveau o.
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Beweis. Es sei ¢ € © beliebig. Nach Voraussetzung gilt
Py(ps = 1) = Eglpg] = Gy, (V) < o
Nach Voraussetzung gilt aufserdem
{Vell={p=0te7
sowie

Pﬁ(ﬁeC):Pﬁ(QOﬁ:O):l—Pﬁ(gOﬁ:l)21—06.

Nun erhalten wir leicht einen alternativen Beweis von Satz 2.2.5.

Korollar 3.5.4. Wir betrachten das n-fache GaufSmodell mit bekannter Varianz o >
0. Fir jedes o € (0,1) ist das Zufallsintervall C' : Q@ — B(R) gegeben durch

C = X + Zl_a/g\/0'2/n

ein Konfidenzintervall fir i zum Niveau .

Beweis. Hier sind © = R und .7 = B(R). Nach Satz 3.1.10 ist

Puo = 1{|X_,m\>\/m'zl—a/2}

fiir jedes py € O ein Test, der fiir Hy = {u = po} gegen Hy = {p # po} zuléssig
zum Irrtumsniveau o ist. Auferdem ist (p, ) — ¢, (x) beziiglich .7 ® # messbar.
Weiterhin gilt

{neR:p, =0t ={peR: X —pu[ <\o*/n zi_ap} =X+ 2_0pV0?/n.

Also ist C' nach Satz 3.5.3 ein Konfidenzintervall fiir ;4 zum Niveau a. m



Kapitel 4

Nichtparametrische Modelle

4.1 Der Satz von Glivenko-Cantelli

Ein statistisches Modell
M = (Q,ﬁ,(Pg 9 e @))

heift bekanntlich ein parametrisches Modell, falls © C R fiir ein d € N. Andernfalls
sprechen wir von einem nichtparametrischen Modell.

Beispiel 4.1.1. Fs sei © die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf (2, F). Fir
jedes ¥ € © sei Py =9. Dann ist M ein nichtparametrisches Modell.

Beispiel 4.1.2. Es seien Q) eine abzihlbare Menge, und F = B(Q2) die Potenzmenge.
Weiterhin sei © die Menge aller stochastischen Vektoren; also aller Abbildungen ¥ :

Q — [0,1], so dass
> (k) =1.
ke

Fiir jedes 9 € © sei Py das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q2,.%) gegeben durch
Py(B) =Y (k) Be.ZF.
keB
Dann ist A ein nichtparametrisches Modell.

Beispiel 4.1.3. Es sei (€,.7) = (R4, B(R?)). Weiterhin sei © die Menge aller
Aquivalenzklassen von Wahrscheinlichkeitsdichten; also aller messbaren Funktionen
J:R* = Ry, so dass

/Rd V(z)de = 1.

94
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Fiir jedes 9 € © sei Py das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q,.F) gegeben durch
Py(B) = / I(x)dz, Be 7.
B

Dann ist A ein nichtparametrisches Modell.

Beispiel 4.1.4. Es sei (2, F) = (R, B(R)). Weiterhin sei © die Menge aller Vertei-
lungsfunktionen 9 : R — [0,1]. Fir jedes 9 € © sei Py das Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (2, F) gegeben durch

Po((—00,f]) = 9(t), t€R,.
Dann ist A ein nichiparametrisches Modell.

Nun sei (X,,)nen eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F.

Definition 4.1.5. Fiir jedes n € N definieren wir die empirische Verteilungsfunktion
F,:RxQ —[0,1] durch

1 n
Fn(.ilj) = E Z ]l{Xij}, r € R.
j=1

Satz 4.1.6.
(a) Es gilt fir n — oo

F,(x) L3 F(z) fir alle x € R.

(b) Es gilt fir n — oo
Po (vVn(F,(z) — F(z))) = N(0,0%(z)) fir alle z € R,
wobei o*(x) = F(x)(1 — F(x)).
Beweis. Es sei x € R fest. Wir definieren die Folge (Y, (z))nen durch
Yo(z) i= Lix,<a}-

Dann sind die Zufallsvariablen (V,,(2))nen C -£? unabhiingig und identisch verteilt
mit

E[Yn(2)] = P(X,, < z) = F(x),
Var[V,,(2)] = E[Ya(2)’] - E[Y,(2)]* = F(2) — F(2)* = F(z)(1 - F(x)).

Auflerdem erhalten wir die Darstellung

1 n
F.(x) = - ZYJ(I) fiir jedes n € N.
j=1
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(a) Nach dem Gesetz der groken Zahlen (Satz 1.2.6) folgt fiir n — oo
Fo(z) 3 F(a).
(b) Wir setzen

Sp(z) = ZY}(QU) fiir jedes n € N.

Dann gilt fiir jedes n € N

Sn(z) — nF(x)

VAE, @) = Fa) = Vi3 Y 15(0) - Fla)) = 20

Nach dem zentralen Grenzwertsatz (Satz 1.2.9) folgt fiir n — oo
Po (Va(Fu(z) — F(2))) % N(0, 0%(x).

O

Definition 4.1.7. Es sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion. Die Quantilfunktion
F=1:(0,1) — R st gegeben durch

Fy) :=inf{x e R: F(x) > y}.

Bemerkung 4.1.8. Nur wenn F' stetig und streng monoton wachsend ist, dann ist
F~1 die Umkehrfunktion von F im iiblichen Sinne.

Bemerkung 4.1.9. Die Quantilfunktion F~1 ist stets monoton wachsend und links-
stetig.

Lemma 4.1.10. Es sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion. Fir alle v € R und
y € (0,1) sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt y < F(x).
(ii) Es gilt F~1(y) < .

Beweis. (i) = (ii): Folgt aus Definition 4.1.7.

(ii) = (i): Es gelte F(z) < y. Wegen der Rechtsstetigkeit von F' exsitiert ein € > 0,
so dass F(z + €) < y. Mit Definition 4.1.7 folgt z + ¢ < F~!(y), und folglich » <
F~(y). O
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Lemma 4.1.11. Es sei F': R — [0,1] eine Verteilungsfunktion. Dann gilt
F(FYy) =) <y<F(F(y) firaleyec(0,1).

Beweis. Wir definieren die streng monoton wachsende Folge (x,,)nen C R durch
1 L.
Ty = F 7 (y) — — fiir alle n € N.
n

Dann gilt z,, * F~'(y), und nach Definition 4.1.7 gilt
F(z,) <y firalleneN.
Da F' linksseitige Grenzwerte besitzt, folgt

F(F'(y)—) = lim F(z,) <y.

n—oo

Es sei x := F~!(y). Dann gilt F~'(y) <z, und daher nach Lemma 4.1.10

]

Satz 4.1.12 (Satz von Glivenko-Cantelli, Hauptsatz der Mathematischen Statistik).
FEs sei (X,,)nen eine Folge von unabhdngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit
Verteilungsfunktion F. Dann gilt

sup | Fy,(z) — F(x)| 20 fiir n — oo,
zeR

wobei die (Fy,)nen die empirischen Verteilungsfunktionen sind.

Beweis. Es sei x € R beliebig. Dann gilt nach Satz 4.1.6(a) fiir n — oo
Fo(2) I3 F(a).
Wir definieren die Folge (Z,(z))nen durch
Zyp(x) := Lix, <a}-

Dann sind die Zufallsvariablen (Z,(x))n,en C -£? unabhiingig und identisch verteilt
mit

E[Z,(z)] =P(X, < x) = F(z—).
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Aufserdem erhalten wir die Darstellung
1 n
F,(z—)=-) Z; fiir jed e N
(x—) . jE:l i(z)  fiir jedes n

Nach dem Gesetz der groken Zahlen (Satz 1.2.6) folgt fiir n — oo
Fo(z—) 1% Fz—-).
Also existiert ein N € .# mit P(N) = 0, so dass fiir n — oo
F.(r,w) = F(z) und F,(z—,w)— F(z—)

fiir alle z € F~1((0,1) N Q) und alle w € N¢.
Es sei w € N¢ beliebig. Weiterhin sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein £ € N mit

% < §. Wir definieren (x;);—,..r C [—00,00] durch
Ty (= —0OQ,
/1
Ty = 1(%)7 Z:17 Jk_]'J
T -— OQ.
Dann existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ng und alle 1 =0, ..., k gilt

9

[Fu(wiw) = Fa)] < 5 und |Fy (o=, w) = Fla—)| <

DO | ™

wobei wir etwa die Konvention F'(co—) = 1 verwenden. Nun sei x € R beliebig. Dann
existiert ein ¢ € {1,...,k}, so dass z € [z;_1,x;). Weiterhin sei n > nq beliebig.
Wegen der Monotonie von F' und F;, folgt mit Lemma 4.1.11

< |Fu(zi—,w) = Fzi—)| + F(ri—) — F(2i-1)

-2 k k 2k~
und
F(z) — F(z,w) < F(z;—) — Fp(zi-1,w)
< F(zi—) = Fzio1) + [F(zio1) — Fu(wiog, w)]
< (E—Z_l)—i—le—kiﬁe
k k 2 k2

Also gilt fiir alle n > ng
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Die empirische Verteilungsfunktion war gegeben durch
. 1 -
FoRxQ=[01], Fuow)=— 2 L{x;(w)<a}-
]:

Bezeichnet © die Menge aller Verteilungsfunktionen, so kénnen wir die empirische
Verteilungsfunktion als Abbildung

F,:Q—06

ansehen; und zwar ist F),(w) fiir festes w € 2 dann die Verteilungsfunktion

1 n
T =Y <)
j=1

Wir betrachten nun das statistische Modell
M = (Q,ﬂ,([% 9 e @))

aus Beispiel 4.1.4. Wie in Abschnitt 1.2 betrachten wir die Folge (.#,),en gegeben
durch

My, = (N, FN (P, : 9 € ©)).

Es sei 7: © — O die Kenngrofe 7(F) = F. Wir betrachten die Folge von Schétzern
(T5)nen gegeben durch
1 n
T, N =0, T,(x)==) lix<n firzekR.
0= 5 X begza firs
Korollar 4.1.13. Es gilt fiir n — oo

f.s

sup |T,,(z) — F(x)| = 0 beztglich Pr  fir alle F € ©.
zeR
Beweis. Folgt aus dem Satz von Glivenko-Cantelli (Satz 4.1.12). O

Bemerkung 4.1.14. In diesem Sinne ist die Folge von Schitzern (T,,)nen stark kon-
sistent fur T.
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4.2 Der Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

Definition 4.2.1. Es sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)) mit Vertei-
lungsfunktion F'.

(a) Fir a € (0,1) nennen wir u, == F~'(a) das a-Quantil von p, wobei F~1 :
(0,1) = R die Quantilfunktion aus Definition 4.1.7 bezeichnet.

(b) Fiir o € (0,1) nennen wir p—o auch das a-Fraktil von p.

Lemma 4.2.2. Es sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)) mit Verteilungs-
funktion F. Weiterhin sei X ~ p eine Zufallsvariable. Dann gilt fir jedes o € (0, 1)

P(X > 11-q) < a.
Beweis. Nach Lemma 4.1.11 gilt

P(X > o) =P(X > F (1 —-a))
=1-F(F'1l-a)<1-(1-a)=qa

O

Definition 4.2.3. Eine Funktion F : R — R heifit cadlag, falls sie rechtsstetig ist
und linksseitige Grenzwerte besitzt.

Definition 4.2.4. FEs sei F': R — R eine cadlag-Funktion.

(a) Fiir jedes x € R definieren wir den linksseitigen Grenzwert

F(x—) :=1lim F(y).

ytz
(b) Fiir jedes x € R definieren wir den Sprung

AF(z) = F(z) — F(z—).

(c) Wir nennen {AF # 0} die Menge aller Sprungstellen von F'.

(d) Wir nennen {AF = 0} die Menge aller Stetigkeitsstellen von F'.

Lemma 4.2.5. Es seien I eine Indexmenge und (A;)ie;r C & paarweise disjunkte
FEreignisse mit P(A;) > 0 fiir alle i € I. Dann ist I héchstens abzdhlbar.
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Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass fiir jedes n € N die Indexmenge

n

I, =qiel P4 21
perrz

hochstens n Elemente hat. Andernfalls exsitiert eine Teilmenge J, C [, mit n + 1
Elementen, und wir erhalten den Widerspruch

1<”21§ZP(Aj)=P(UAj) <1

j€JIn Jj€JIn

Satz 4.2.6. Es sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion.
(a) F ist cadlag.
(b) Die Menge {AF # 0} ist hichstens abzihlbar.

(c) Zu jedem x € R ezistiert eine Folge (vg)reny C {AF = 0} von Stetigkeitspunkten
von F', so dass xj | x.

Beweis.

(a) Da F' monoton wachsend ist, existierten die linksseitigen Grenzwerte. Es sei p
das zu F' gehorige Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)) mit Verteilungsfunk-
tion F. Es sei x € R beliebig, und es sei (z,)nen C R eine Folge mit z, | .
Wegen (—o0, z,] | (—o0, z] folgt

Fan) = p((=00, 2n]) 4 p((—00,2]) = F(x) fiir n — oo.

(b) Es sei p das zu F' gehorige Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)) mit Vertei-
lungsfunktion F'. Dann gilt

{AF # 0} ={z € R: u({x}) > 0}.

Da die Mengen ({z}),er paarweise disjunkt sind, ist {AF # 0} nach Lemma
4.2.5 hochstens abzahlbar.

(¢) Essei z € R beliebig. Es geniigt, zu zeigen, dass zu jedem € > 0 ein Stetigkeits-
punkt y € [z, + €) existiert. Dies ist der Fall, da die Menge der Sprungstellen
von F' nach Teil (b) ist hochstens abzihlbar ist.

]
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Lemma 4.2.7.

(a) Es sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion Fx. Wir setzen
U := Fx(X). Dann gilt U ~ UC(0,1).

(b) Es seien F : R — [0,1] eine stetige Verteilungsfunktion und U ~ UC(0,1) eine
gleichverteilte Zufallsvariable. Dann hat die Zufallsvariable X = F~Y(U) die
Verteilungsfunktion F.

Beweis.

(a) Es sei u € (0,1) beliebig. Da Fx stetig ist mit Fx(R) C (0, 1), existiert nach
dem Zwischenwertsatz der Topologie ein x € R mit Fx(z) = u. Wegen

{Fx(X) < Fx(x)} Cc{X <z}
gilt
Fy(u—) =PU <u) =P(Fx(X) < Fx(z)) <P(X <z) = Fx(z) = u,
und wegen
{X <o} C{Fx(X) < Fx(2)}
gilt
u=Fx(z)=P(X <z) <P(Fx(X) < Fx(x)) =PU < u) = Fy(u).
Insgesamt folgt
Fy(u—) <u < Fy(u) fiir alle u € (0,1).
Also gilt fiir jeden Stetigkeitspunkt u € (0, 1) von Fy, dass
Fy(u) = u.

Nun sei u € (0,1) beliebig. Nach Satz 4.2.6(c) existiert eine Folge (ug)ren C
(0,1) von Stetigkeitspunkten von Fyy mit ug | u. Wegen der Rechtsstetigkeit
von Fy folgt

Fy(u) = FU(klim uk> = klim Fy(ug) = klim Up = U.
—00 —00 —00
Insgesamt folgt

FU<U> = uﬂ(()’l) (U) + ]1[1700) (U), u € R.
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(b) Es gilt Fiy(u) = u fiir alle u € [0, 1]. Nach Lemma 4.1.10 gilt also fiir jedes x € R

Fx(z) =P(X <) =P(F'(U) < 2) =P(U < F(x)) = Fy(F(x)) = F(x).

Bemerkung 4.2.8.

(a) Es sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F, und es sei
T :R — R eine stetige Transformation. Dann qilt fiir alle t € R

P(T(X)=1t)=P(X € T"'({t})).

Also braucht die Verteilungsfunktion von T(X) nicht stetig zu sein; es sei denn
T ist injektiv.

(b) FEine Verteilung mit stetiger Verteilungsfunktion F braucht nicht absolutstetig
zu sein. Ein Gegenbeispiel ist die Cantor-Verteilung.

Definition 4.2.9. Es seien Uy, ..., U, ~ UC(0,1) unabhdngige, gleichverteilte Zu-
fallsvariablen. Es sei

~ 1 <&
=1

die empirische Verteilungsfunktion. Dann nennen wir die Verteilung auf (R, B(R))
gegeben durch P o T, mit

T, = sup |Fulw) —u
u€(0,1]

die diskrete Kolmogorov-Verteilung mit n Freiheitsgraden, und bezeichnen diese mit
K,.

Bemerkung 4.2.10. Nach dem Satz von Glivenko-Cantelli (Satz 4.1.12) gilt T,, 20
fiir n — oo.

Definition 4.2.11. Wir nennen die Verteilung auf (R, B(R)) mit der Verteilungs-
funktion F': R — [0, 1] gegeben durch

o0

F(z) = (1 - 22:(—1)’7CJrl exp(—2k2$2)> Loo)(z), z€R
k=1

die Kolmogorov-Verteilung, und bezeichnen sie mit K.
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Satz 4.2.12 (Satz von Kolmogorov-Smirnov). Es gilt fir n — oo
Po (vnT,) = K
Beweis. Siehe [Low, Satz 7.7]|. O
Nun betrachten wir folgendes nichtparametrische statistische Modell
M= (Q,7,(Py:0€0)).

Hierbei ist (§2,.%) = (R, B(R)). Weiterhin ist © die Menge aller stetigen Verteilungs-
funktionen F' : R — [0, 1]. Fiir jedes F' € © ist Pr das Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(R, B(R)) mit Verteilungsfunktion F’; also

Pp((—c0,t]) = F(t), te€R,.

Wir betrachten im Folgenden das Produktmodell .Z®" fiir ein n € N.
Definition 4.2.13. Wir definieren D,, : © x Q" — R durch

Zﬂ{x y<ay — F(7)],

D, (F,w) :=sup |—

zeR

oder in Kurzform

D, (F) :=sup|F,(x) — F(x)|.

z€eR

Bemerkung 4.2.14. Nach dem Satz von Glivenko-Cantelli (Satz 4.1.12) gilt fir
n — oo

D, (F) % beziiglich Pr  fiir jedes F' € ©.

Lemma 4.2.15. Fs gilt Pr o D, (F) = K, fir alle F € ©. Mit anderen Worten
D, (F) ist eine Pivot-Statistik mit Pivot-Verteilung K,,.

Beweis. Es sei F' € O beliebig. Wir setzen U; := F(X;) fir ¢ = 1,...,n. Da
X1,..., X, unabhéngig unter Pr sind, sind auch Uy, ..., U, unabhingig unter Pr.
Nach Lemma 4.2.7(a) gilt U; ~ UC(0,1) fiir alle ¢ = 1,...,n. Wir setzen X; :=
FYU;) firi=1,...,n.DaUy,...,U, unabhingig unter P sind, sind auch )?1, e ,)?n
unabhéngig unter Pr. Nach Lemma 4.2.7(b) gilt X; ~ F fiirallei = 1,...,n. Nun
sei x € R beliebig. Mit Lemma 4.1.10 folgt

Z Lix; <w} Z (Ki<ay = Z Lip-1w)<a)

- LS Lsriy = Bu(F@).
1=1
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Hierbei bedeutet Y £ Z fiir zwei Zufallsvariablen Y und Z, dass ProY = Pro Z.
Es folgt

D,(F) = sup|Fy(z) — F(z)| £ sup | E,(F(x)) — F()

z€R zeR
— sup |Fu(u) —u| = T,
u€[0,1]

[]

Im Folgenden bezeichnen wir mit Xy < ... < X, die Ordnungsstatistiken der
Stichprobe (X, ..., X,).

Lemma 4.2.16. Fiir jedes F € © gilt
1—1
n

F(X@)

)

L= P}

n
]l[Xu),X(iH)) + IL[Xm)vOO)? reR
Da F stetig und monoton wachsend ist, folgt

Du(F) = sup |[Fo(z) = F(a)] = max {|F(X@) — Fu(Xo o)l [Fa(X@) = FXo)l}

..... n

L Fix)| )

-----

i
~—Un

n

)

1 —1
D, (F) iir%%%nmax{’U(i)— -

wober Uy < ... < Uy die Ordnungsstatistiken von unabhdingigen, gleichverteilten
Zufallsvariablen Uy, ..., U, ~ UC(0,1) sind.
Wir fixieren nun eine stetige Verteilungsfunktion F und setzen D,, = D, (Fp).
Satz 4.2.18 (Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest). Wir zerlegen © in
@0 = {F()} und @1 =0 \ {Fo}
Wir betrachten also die Null-Hypothese Hy = {F = Fy} und die Alternative H, =
{F # Fy}. Es sei o € (0,1) beliebig. Dann ist
90 = I]‘{Dn>K'n,,l—a}

ein zuldssiger Test zum Irrtumsniveau o.
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Beweis. Nach Lemma 4.2.2 gilt

Go(Fo) = Er ol = Er (LD, >Kp1-a}] = Pr(Dn > Kni—a) < a.

Bemerkung 4.2.19. Alternativ konnen wir den Test

1/} = :H‘{\/ﬁDn>K1_Q}

betrachten. Dies ist die asymptotische Variante des Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstests.
Nach dem Satz von Kolmogorov-Smirnov (Satz 4.2.12) gilt fir grofe n € N

Gy(Fo) = Ep[¥] = Er [l /mp,>k1_o}) = Pr(VnDp > K1 o) ® Fgy (D > K1) < o,

wobei Pr, 0o D = K. In diesem Sinne ist ¢ asymptotisch zuldssig zum Irrtumsniveau
a.

Bemerkung 4.2.20. Es seien n € N und eine konkrete Stichprobe (X1, ..., X,,) gege-
ben. Weiterhin sei eine vermutete Verteilung Fy gegeben; beispielsweise Fy = N(u, 0?)
mit Parametern p € R und o > 0, etwa

p=X und o*=s*X).

Gemdf Lemma 4.2.16 berechnen wir D,, als

1—1
n I

L= Rxo)| )

D, = max max

1=1,..., n

Fo(X@) —

Dann stehen uns zwei Mdglichkeiten zur Verfiigung:

o Wir verwerfen Hy, falls D, > K, 1_o; und akzeptieren Hy andernfalls. Ist n
nicht zu grof$, so sind die Fraktile K, 1_, bekannt. Bei groffen n ist es sehr
schwierig, die Fraktile zu ermitteln.

o Wir verwerfen Hy, falls \/nD,, > Ki_,; und akzeptieren Hy andernfalls. Dieses
Verfahren bietet sich fiir grofie n an.

Beispiel 4.2.21. Wir betrachten den Kurs eines Wertpapiers (So, Si, ..., S,) fir ein
n € N, und definieren (X1,...,X,) durch X; := In(S;/S;—1) firi=1,...,n. Dann
ist die Nullhypothese Hy = {F = N(u,0?)} typischerweise zu verwerfen.
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4.3 Mehrdimensionale Normalverteilungen

Weitere Details zu diesem Thema konnen beispielsweise in [JP04, Chapter 16| oder
[Tap13, Kapitel 12| nachgelesen werden.

Definition 4.3.1. Flir jedes ;1 € R setzen wir N(u,0) := 0, und sprechen von einer
entarteten Normalverteilung.

Definition 4.3.2. Ein R¥-wertiger Zufallsvektor X heifit ein Gauf’scher Zufallsvektor,
falls fiir jedes lineare Funktional £ : R — R die Zufallsvariable ((X) (mdglicherweise
entartet) normalverteilt ist.

Bemerkung 4.3.3. Jedes lineare Funktional { : R? — R ist von der Form ((x) =
{a,x)ga fiir ein a € R4,

Satz 4.3.4. Es seien X und Y Gauf’sche Zufallsvektoren mit E[X] = E[Y] und
Cov(X) = Cov(Y). Dann gilt Po X =PoY.

Definition 4.3.5. Es sei X ein Gauff’scher Zufallsvektor. Wir setzen p = E[X] €
R? und ? := Cov(X) € R und nennen die Verteilung N(u,¥?) := Po X auf
(R, B(RY)) die mehrdimensionale Normalverteilung mit Parametern pu und 2.

Bemerkung 4.3.6. Die Kovarianzmatriz 32 ist stets symmetrisch und positiv semi-

definit.

Satz 4.3.7. Es scien p € R? und X2 € R¥>? eine symmetrische, positiv semide-
finite Matriz. Dann ezistiert die mehrdimensionale Normalverteilung N(u, ¥?) auf

(RY, B(R?)).

Satz 4.3.8. Es sei X ~ N(u,¥?) ein Ri-wertiger Gauf’scher Zufallsvektor. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) X ist absolutstetig.
(ii) X2 ist positiv definit.

Satz 4.3.9. Fiir einen Re-wertigen Gauf’schen Zufallsvektor X ~ N(u,%?) sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Xiq,..., X, sind unabhingig.
(ii) X2 ist eine Diagonalmatriz.

Satz 4.3.10. Es sei X ~ N(u,¥?) ein Ri-wertiger Gaufy’scher Zufallsvektor. Wei-
terhin seien A € R%*¢ eine Matriz und b € R® ein Vektor. Dann ist Y := AX +b ein
Re-wertiger Gauf$’scher Zufallsvektor mit

Y ~ N(Ap + b, AX2AT).
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Korollar 4.3.11. Es seien X1,..., Xy ~ N(0,0?) unabhingige, normalverteilte Zu-
fallsvariablen. Weiterhin sei A € R¥? eine orthogonale Matriz. Wir setzenY := AX.
Dann sind Yy, ..., Yy unabhingig mit Y; ~ N(0,02) firi=1,...,d.

Satz 4.3.12 (Mehrdimensionaler zentraler Grenzwertsatz). Es sei (X;)jen C £2
eine Folge unabhdngiger, identisch verteiller R -wertiger Zufallsvektoren mit Erwar-
tungswert 1 € R? und Kovarianzmatriz X2 € R4, Wir setzen

g Sp—np .
S, = ZXj und Y, := ——— firneN.
i=1 v

Dann gilt Po'Y,, % N(0, X2).

4.4 Multinomialverteilungen
Es sei £ ={1,...,d} fir ein d € N.

Definition 4.4.1. Es sei 7 : E — [0,1] ein stochastischer Vektor. Die Verteilung auf
(N&,B(N4)) mit stochastischem Vektor p : N& — [0, 1] gegeben durch

plex) =m, k=1,...,d

nennen wir die verallgemeinerte Bernoulli-Verteilung mit Parameter w, und bezeich-
nen sie milt VBer(r).

Bemerkung 4.4.2. Fiir alle p € [0,1] gilt

Ber(p)(1) = VBer((p,1 — p))(1,0) wund Ber(p)(0) = VBer((p,1 —p))(0,1).
Definition 4.4.3.

(a) Fiir k € N¢ setzen wir

|k| =k + ...+ kq.

(b) Fiirn € N und k € Nd mit |k| = n setzen wir

n\ n!
k) k- kg

(¢c) Fiir m € R und k € N¢ setzen wir

k._ ki kq
T .—7T1 '...'7Td.



109

Definition 4.4.4. Es seienn € N und 7 : E — [0, 1] ein stochastischer Vektor. Dann
nennen wir die Verteilung auf (N3 B(NE)) mit stochastischem Vektor p : N — [0, 1]
gegeben durch

p(k) = (Z) T Uk j=n)

die Multinomialverteilung mit Parameternn und m, und bezeichnen sie mit Mult(n, 7).

Bemerkung 4.4.5. Fiir alle p € [0,1] gilt
Bi(n,p)(k) = Mult(n, (p,1 —p))(k,n—k), k=0,...,n.
Bemerkung 4.4.6. Fir jeden stochastischer Vektor m : E — [0, 1] gilt
VBer(r) = Mult(1, 7).

Satz 4.4.7. Es seien X1, ..., X, ~ VBer(n) unabhdingige, identisch verteilte Zufalls-
variablen. Dann gilt

X1+ ...+ X, ~ Mult(n, 7).

Satz 4.4.8 (Verallgemeinerter Satz von Moivre-Laplace). Es sei (X;),en eine Folge
unabhéingiger, identisch verteilter R-wertiger Zufallsvariablen mit X; ~ VBer(n).
Wir setzen

n

Sn::ZXj und Yn::M fiirn € N.
=1

vn

Dann gilt PoY, - N(0, ¥2), wobei die Kovarianzmatriz $? € R™? gegeben ist durch
Y2 = diag(n) — ' ; das heifit

22 _ 7Ti<1_7Ti)7 fallsi:j,
“ — T}, falls i # 5.

Beweis. Wir setzen X := X;. Dann gilt X’ ~ Ber(r;) fiir alle i = 1,...,d. Folglich
gilt fiir alles=1,...,d

E[X]=m und Var[X']=m(l—m).

Nun seien 7,7 € {1,...,d} mit i # j beliebig. Wegen |X| =1 gilt X'X7 = 0, und es
folgt

Cov(X*, X7) = E[X'X] — E[X'|E[X] = —m7;.

Nun folgt die Aussage mit dem mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz (Satz
4.3.12). O
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Nun sei 7 : E — (0, 1) eine stochastischer Vektor. Weiterhin seien (X} )gen unan-
héngige, identisch verteilte F-wertige Zufallsvariablen mit X; ~ 7. Wir definieren die
Folge (H,)nen wie folgt. Fiirn € Nsei H,, = (H},..., H?) : Q — N4 der Zufallsvektor
mit den H&iufigkeiten

H:L:Zﬂ{Xk:i}, 1€ B
k=1

Lemma 4.4.9. Fs gilt H, ~ Mult(n, ) fir jedes n € N.
Satz 4.4.10 (Satz von Pearson). Wir definieren die Folge (T),)nen durch

d
1 )
T, = Z (H! — nm;)?.

nm;
i=1 ¢

Dann gilt fir n — oo
PoT, = X3 ,.
Beweis. Wir definieren die Folge (Y},)nen von Re-wertigen Zufallsvariablen durch

Yn::M fiir n € N.
vn

Nach Lemma 4.4.9 und Satz 4.4.7 gilt H,, ~ Mult(n,7) = VBer(7)®". Also gilt nach
dem Verallgemeinerten Satz von Moivre-Laplace (Satz 4.4.8) PoY,, — N(0, ¥2), wobei
Y2 = diag(m) — 77" . Nun definieren wir die stetige Transformation

d 2
h:R* =R, h(z) ::Zﬂ.

/n'.
i=1 "t

Dann gilt T,, = h(Y,,) fiir alle n € N, und folglich T, EA h(Z) mit Z ~ N(0,3?). Wir
setzen

D := diag(n~'/?) .= diag(ﬂfl/Q, . ,W;UQ) € Rx4
und Z := DZ. Nach Satz 4.3.10 ist Z ein GauR’scher Zufallsvektor mit

Cov(Z) = DY?D" = diag(n—/?)(diag(n) — mr | )diag(7~/?)
—Id — (7T1/2)T7T1/2.

Also gilt
Z ~N(0,1d — (x'/2)T71/2).
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Fiir den Vektor v := (7%/2)7 gilt ||v||gs = 1, wobei

[0]lge = (v, V)pe = Vo1 + ... +vg

die euklidische Norm bezeichnet. Also existiert eine orthogonale Matrix A € Rexd
mit A;; = v; fiir alle i = 1,...,d. Wir setzen Z := A" Z. Nach Satz 4.3.10 ist Z ein
Gauk’scher Zufallsvektor. Es gilt v7 A = e, und folglich

Cov(Z) = ATCov(Z)A = AT(1d — (/%) T7/?) A
=ATA-ATwTA=1d—e]e
= Id — diag(e;) = diag(0,1,...,1).

Also gilt

Z ~ N(0,diag(0,1,...,1)).

Nach Satz 4.3.9 sind Z,,...,Z4 ~ N(0,1) unabhingig. Da AAT = Id, folgt mit
Lemma 1.4.16

d
72
Wz)=> =t =_Z'diag(r")Z=2"D’Z = (DZ)' DZ

i=1 "t

d
=7T7=7TANZ=(AT2) AT Z=2"2="22~ 2,
j=2

4.5 Der y*-Anpassungstest

Beispiel 4.5.1. Bei insgesamt 189 Wiirfen mit einem Wiirfel zweifelhafter Qualitit
erschienen die Augenzahlen 1 bis 6 jeweils 30, 37, 26, 29, 29 und 38 mal. Geben diese
Daten Anlass, die Hypothese, dass der Wiirfel fair ist, zu verwerfen?

Es sei £ = {1,...,d}. Wir betrachten das statistische Modell
M = (Q,ﬁ,(Pg:ﬁE @))

mit (Q,.#) = (E,B(F)), und O bestehend aus der Menge aller stochastischen Vek-
toren 7 : B — (0,1). Fiir jedes m € © ist P, das Wahrscheinlichkeitsmafs mit sto-
chastischem Vektor . Wir gehen zum Produktmodell .Z®" fiir ein n € N iiber, und
fixieren einen stochastischen Vektor 7y : £ — (0,1). Wir zerlegen O in

@0 = {7T0} und @1 =0 \ {7(0}.



112

Wir betrachten also die Null-Hypothese Hy = {m = my} und die Alternative H; =
{m# m}. Essei H, = (H},..., HY) : Q" — N der Zufallsvektor mit den Hiufigkeiten

Hi=> Iy, i€E.

k=1
Satz 4.5.2 (Multinomial-Anpassungstest). Es sei a € (0,1) beliebig. Weiterhin sei
B C N¢, so dass

Mult(n,m)(B) > 1 — a.

Dann ist

P = Lin,eny
ein zuldssiger Test zum Irrtumsniveau o

Beweis. Nach Lemma 4.4.9 gilt P, o H, = Mult(n, ), und daher
Gp(m0) = Eno[0] = Eno[Lim,gy] = Pry (Hn ¢ B) = Mult(n, m)(B°) < a.

Nun betrachten wir die Statistik

d
1 ) )
T, = Z (H! — nmp)>.
=1

i
nm,

Definition 4.5.3. Fir o € (0,1) nennen wir
Y= l{T">X§71,1fa}

den x2-Anpassungstest zum Irrtumsniveau o.

Bemerkung 4.5.4. Der x?-Anpassungstest ist ein asymptotischer Test. Fiir grofie
n € N gilt nach dem Satz von Pearson (Satz 4.4.10) und Lemma 4.2.2

GW(WO) =Ex[p] = Eﬂo[ﬂ{Tn>x§71’17Q}] = Pr (T, > Ximfa)
~ Pr (T > X?lfl,lfa) < q,

wobei Pry o T = X3 . In diesem Sinne ist o asymptotisch zulissig zum Irrtumsni-
veal .

Beispiel 4.5.5. In Beispiel 4.5.1 sind d = 6 und n = 189. Weiterhin ist mo = UD(E)
mit B ={1,...,6}. Wir wihlen das Irrtumsniveau o = 0.05. Es gilt

Tisy = 3.730 < 11.1 = x2 g 45,

so dass wir die Null-Hypothese Hy annehmen. Es besteht also kein Anlass, die Hypo-
these, dass der Wiirfel fair ist, zu verwerfen.
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4.6 Der Y*-Test auf Unabhingigkeit

Es seien E = {1,...,d} und F = {1,...,e} fiir d,e € N. Es sei (X)ren eine Folge
unabhéngiger, identisch verteilter E x F-wertiger Zufallsvariablen. Fiir n € N seien
H™:Q — N K" Q — Ndund L" : Q — N§ gegeben durch

HY = 1ix,—)
k=1

K} = Z Ly, =iy,
k=1

L =) Tz,
k=1

wobei Xy, = (Yi, Zx). Weiterhin setzen wir

d e (Hij_K;L{;)g

_ n n
D"_Z KiLl
n n

i=1 j=1

n

Satz 4.6.1 (Verallgemeinerter Satz von Pearson). Falls Yy und Z, unabhdngig sind,
dann gilt fiir n — oo

PoD, = X%d—l)(e—l)'
Beweis. Siehe [Geo04, Satz 11.18]. O
Nun betrachten wir das statistische Modell
M = (Q,ﬁ,(Pg IS @))
mit (Q,.7) = (£ x F,'B(E x F)) und © der Menge aller stochastischen Vektoren
auf £ x F. Fiir jedes m € © ist P, das Wahrscheinlichkeitsmaf mit stochastischem
Vektor .

Definition 4.6.2. Es sei m € © beliebig.

(a) m : E — [0,1] ist der stochastische Vektor gegeben durch

€
W’lzg T, 1€ E.
i=1
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(b) mo: F — [0,1] ist der stochastische Vektor gegeben durch
o d
T = ZW”, j e F.
i=1

Definition 4.6.3. Fiir zwei stochastische Vektoren m : E — [0,1] und my : ' — [0, 1]
ist T @ mo € © der stochastische Vektor gegeben durch

(my @ m)? = 7w, (i,j) € E x F.
Wir setzen
@0:{7T€@I7T:7T1®7('2} und 61:@\@0

Wir betrachten also die Null-Hypothese Hy = {m = m ® mo} und die Alternative
Hy = {r # m ® m}. Fiir jedes m € © sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Stichprobe X = ((Y1,Z1), ..., (Y, Z,)) enthilt unter P, unabhingige Kom-
ponenten Y; und Z;.

(i) Es gilt 7 € O,.

Definition 4.6.4. Wir nennen

Y= ]]_{D">X?d—1)(e—1),l—a}

den x2-Test auf Unabhingigkeit zum Irrtumsniveau c.

Bemerkung 4.6.5. Der y2-Test auf Unabhingigkeit ist ein asymptotischer Test.
Fiir groffe n € N gilt nach dem verallgemeinerten Satz von Pearson (Satz 4.6.1) und
Lemma 4.2.2 fiir alle m € ©

G‘p(ﬂ-) - EF[QO] - ]EW[:”'{Dn>x(2d—1)(e—1)>1fa}] - ]Pﬂ(Dn > X(Qd_l)(e_l)vl_a)
~ P (D > X%dfl)(efl),lfa) <,

wobei Pro D = X(Qd—l)(e—l)' In diesem Sinne ist  asymptotisch zuldssig zum Irrtums-
niweay o.



Kapitel 5

Lineare Modelle

5.1 Einfache lineare Regression

Es sei
M= (Q,7F,(Py: 0 €0))
das statistische Modell gegeben durch:
o (2,.7) = (R",B(R")) fiir ein n € N.
e O =0 x (0,00) mit Oy = R? und

]P)z? = ®N(50 + Blyia 02)7 19 = (5702) € @
=1

mit einem Vektor y € R", so dass y ¢ lin{1}, wobei 1 = (1,...,1). Wir kénnen
die Eintrage von y als Kontrollvariablen interpretieren.

Wir vermuten also, dass zwischen der Stichprobe X und den Kontrollvariablen y ein
linearer Zusammenhang besteht. Genauer

Xi=0o+byitoe, i=1,...,n

wobei €1, ..., €, ~ N(0, 1) unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind.
Wir kénnen dies kompakter schreiben als

X = Byl 4 Pry + oe.

Im Folgenden betrachten wir auf R das euklische Skalarprodukt
i=1

115
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und die euklische Norm

Definition 5.1.1. Ein Schdtzer@ : Q0 — Og heifit ein Kleinste-Quadrate-Schitzer
(KQS) fiir B, falls

IX — (Bol + Buy)|| = gelg}) X = (Bol + Biy)|l-

Satz 5.1.2. Es existiert ein eindeutig bestimmter KQS B fur B; dieser ist gegeben
durch

5 W= TLX =X S 0= = )
ly — 512 >oica(yi = 9)?
po =X — by
Beweis. Fiir eine beliebige Stichprobe X € R" definieren wir f : ©p = R? — R,
durch

F(B) =X — (Bol + By)|I>.
Dann gilt

ViB)==2((X = (Bol + f1y), 1), (X — (Bl + B1y),y)), B = (bo, 1) € R
Es sei 8 € R? mit Vf(3) = 0. Dann gilt
(X = Bol = By, 1) =0
& (X, 1) =nfy — Bi(y, 1) =0
S nX —nfy—nby=0
& fo=X - by
Weiterhin gilt
(X = Bol = Biy,y) =0
< (X,y) — Bo(ly) — Bi(y,y) =0
& (X, y) —nboy — Bullyll* = 0.
Durch Einsetzen erhalten wir
(X.9) = n(X = Bi)7 — Al = 0
& (X,y) —nXg+nbiy’ — Billyl* =0
& Bu(llyll® = I71]1*) = (X,y) — (X1, 71).
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Nun gilt nach Lemma 1.1.8
lo — ZL)* = [l=)I* — |z L]*.
Durch Polarisierung folgt allgemeiner
(# —zl,y —yl) = (z,y) — (r1,y1).
Damit erhalten wir die gewiinschte Formel. 0

Bemerkung 5.1.3. Es gilt

1
n—1

s*(X) = X — X1]*

Wir benutzen auch die Notation s% = s*(X). Allgemeiner konnen wir die korrigierte

Stichprobenkovarianz

1

SXy — —1<X —X]l,Y—Y’]w
einfiihren. Dann erhalten wir die Darstellung
5 — SuX
=g

5.2 Lineare Modelle mit koordinatengebundener Dar-
stellung

Es sei
M= (Q,.F,(Py: 09 €0))
das statistische Modell gegeben durch:
o (2,.7)= (R",B(R")) fiir ein n € N.
e © =0 x (0,00) mit Oy = R? fiir ein d € N mit d < n und
Py = N(AB,0%1d), 9= (B,0%) €O
mit einer Matrix A € R™? so dass rg(A) = d.

Wir vermuten fiir die Stichprobe X also den linearen Zusammenhang
X = A+ oe

wobei €1, ..., €, ~ N(0, 1) unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind.
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Definition 5.2.1. Wir nennen # ein lineares Modell mit koordinatengebundener
Darstellung.

Beispiel 5.2.2. Es sei A= (1) € R™!. Dann gilt rg(A) = 1. Wir haben in dem Fall
das bekannte Gauf$’sche Produktmodell

Py = N(BL,0%Id) = N(B,0%)®", 9= (3,0 €O

vorliegen. Wir sprechen bei diesem Modell auch vom Finstichprobenproblem.

Beispiel 5.2.3 (Einfache lineare Regression). Fs sei y € R™ mit y ¢ lin{1} fir ein
n > 2. Wir setzen

A:(]l y)ER"XQ.

Dann gilt rg(A) = 2. Dies ist die einfache lineare Regression, die wir in Abschnitt 5.1
kennengelernt haben.

Bemerkung 5.2.4. Fiir die spezielle Parameterwahl 9 = (B,02) mit f = (u,0) fiir
ein p € R gilt Py = N(p, o)™ wie beim Einstichprobenproblem.

Beispiel 5.2.5 (Polynomiale Regression). Fs seien d € N mit d < n und y € R",
welches d paarweise verschiedene Elemente besitzt. Wir setzen

A= ( 1 y y2 yd—l ) GRnXd,
wobei 32, ..., y¢~! komponentenweise gemeint sind. Nach dem Resultat iber die Van-
dermonde-Matrizen gilt rg(A) = d. In diesem Modell vermuten wir zwischen der

Stichprobe X und den Kontrollvariablen y einen polynomiellen Zusammenhang
Xi :BO‘i‘ﬁlyH---.—l—ﬁd,lyffl—i—Uei, 1=1,...,n.

Beispiel 5.2.6 (Mehrfache lineare Regression). Es seien d € N mit d < n und
Yiy -, Ya—1 € R"™ linear unabhdngige Vektoren mit 1 ¢ lin{yy,...,yqs_1}. Wir setzen

A:(]l Yy ... yd_l)GRnXd.

Dann gilt rg(A) = d. In diesem Modell vermuten wir zwischen der Stichprobe X und
den Kontrollvariablen yy, ... ,yqs_1 einen linearen Zusammenhang

Xi=Po+ By + ...+ Ba-1Ya—1, + o6, i=1,...,n.
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Beispiel 5.2.7 (Mehrstichprobenproblem). Es seien d € N und ny,...,ng € N, so
dass n =mnq + ...+ ng. Wir setzen

1., 0 0
A= 0 L 0 c Rnxd.
0 0 1,

Dann gilt rg(A) = d. In diesem Modell liegen bei der Stichprobe verschiedene Gruppen
X =(Xq,...,Xy) mit X; € R" fiiri=1,...,d vor. Wir vermuten fir jede Gruppe
einen Zusammenhang

Xi = /82]1 + 0261-.

Es gilt
d
Py = QN(B;, 0*)®™, 9 =(8,0%) € 0.
i=1
Fire=1,...,d wird der Erwartungswert 3; € R das i-te Gruppenmittel genannt.

Definition 5.2.8. Ein Schdtzer@ : Q0 — Og heifit ein Kleinste-Quadrate-Schditzer
(KQS) fiir B, falls

IX = AB|| = min X — AB]|.
Definition 5.2.9. Es sei @ : RY — R” die lineare Abbildung gegeben durch p(x) = Az
fiir alle x € R
Bemerkung 5.2.10. Wegen rg(A) = d ist ¢ injektiv.
Definition 5.2.11. Wir setzen W := ¢(R%).
Bemerkung 5.2.12. Es gilt dim W = d, und ¢ : R — W ist ein Isomorphismus.

Lemma 5.2.13. Die Matriz ATA € R¥™ ist symmetrisch und positiv definit, und
damit insbesondere invertierbar.

Beweis. Die Symmetrie ist klar. Fiir jedes b € R?\ {0} gilt
(AT Ab,b) = (Ab, Ab) = || Ab||*> > 0,
da ¢ injektiv ist. O]

Definition 5.2.14. Die Moore-Penrose-Inverse von A € R™? ist definiert durch

Al = (ATA)TTAT € R,
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Lemma 5.2.15. Es gilt ATA =1d € R¥*<,

Beweis. In der Tat, es gilt
ATA=(ATA)TTATA =1d.
O

Lemma 5.2.16. Es existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung 11y, : R™ —
W, so dass

— My 2| = min ||z — y|.
lz =Tzl = min |lz — y|

Definition 5.2.17. Wir nennen Ily, : R® — W die Orthogonalprojektion auf W.

Lemma 5.2.18. Fir einen linearen Operator ¢ : R — W sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) Es gilt ¢ = .

(i1) Es gilt (x —(x),y) =0 fir alle v € R" undy € W.
(i) Es gilt AT (x —(z)) = 0 fiir alle v € R".
Lemma 5.2.19. FEs gilt [Iyyx = AATx fiir alle x € R".
Beweis. Es gilt AATx € W fiir alle € R", da W = p(R?). AuRerdem gilt

ATz — AATz) = ATz — A(ATA) ATy = ATo — ATz = 0.
Also folgt die Behauptung mit Lemma 5.2.18. O
Lemma 5.2.20. Fiir jedes x € R™ hat die lineare Gleichung
Ab=Tyz, beR?

die eindeutig bestimmte Lisung b = Alx.
Beweis. Nach Lemmas 5.2.19 und 5.2.15 gilt fiir jedes b € R?

Ab = Iz
o Ab= AATx
o ATAb = ATAATx
s b= Az
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Satz 5.2.21.

(a) Es gibt einen eindeutig bestimmten KQS B fiir B; dieser ist gegeben durch

B=AX.

(b) Auferdem gilt die Darstellung B = ATy X.
Bewes.

(a) Nach Lemma 5.2.16 gilt

IX — AB|l = min | X — AB|
BERL

genau dann, wenn
AB =Ty X.
Dies ist nach Lemma 5.2.20 dquivalent zu

B=AX.

(b) Nach Lemmas 5.2.19 und 5.2.15 gilt

ATy X = ATAATX = ATX.

[]

5.3 Lineare Modelle mit koordinatenfreier Darstel-
lung

Es sei
M = (Q,ﬁ,(Pg 0 e @))
das statistische Modell gegeben durch:
o (2,.7)= (R",B(R")) fiir ein n € N.

e O =0y x (0,00) mit ©y = W fiir einen Unterraum W C R" mit dim(W) =
d <nund

Py = N(Ca U2Id)a U= (Ca 02) € 0.
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Fiir die Stichprobe X gilt also
X =(+ o€
wobei €1, ..., €, ~ N(0, 1) unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind.

Definition 5.3.1. Wir nennen 4 ein lineares Modell mit koordinatenfreier Darstellung.

Bemerkung 5.3.2. Es se:
A = (R*,B(R"),(Q,:y€))

ein lineares Modell mit koordinatengebundener Darstellung. Es gilt also T = R? x
(0,00) und

Q, =N(AB,0%1d), ~=(B,0%) €.
Wir setzen W = AR?. Dann ist
M = (R",B(R"), (Py : ¥ € O))
mit © = W x (0,00) und
Py = Qaicozy = N(¢,0%1d), 9= ((,0°) €O

ein lineares Modell mit koordinatenfreier Darstellung. Fir den KQS B in A hat der
Schdtzer C AB in A die Darstellung C [y X. Letzteres folgt aus Satz 5.2.21(b).

Bemerkung 5.3.3. Es se:
M = (R, B(R"), (Py : ¥ € ©))

ein lineares Modell mit koordinatenfreier Darstellung. Es gilt also © = W x (0, 00)
und

=N(¢,0°1d), 9= (¢,0%) €O
Es sei A € R™? eine Matriz, so dass W = AR?. Dann ist
AN = (R",B(R"),(Q,: 7€)
mit T =R x (0,00) und
Q, =Pago2 = N(AB,0%1d), ~=(B,0°) €l

ein lineares Modell mit koordinatengebundener Darstellung. Fir den Schatzer é =
X in A ist der Schitzer § = ATC in N der KQS fiir 8. Dieser charakterisiert
als die eindeutig bestimmte Lisung von AB C Dies folgt aus Satz 5.2.21(b).
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Beispiel 5.3.4.

Beispiel 5.3.5.

Beispiel 5.3.6.

Beispiel 5.3.7.

Beispiel 5.3.8.

Beim Gauf$’schen Produktmodell (Beispiel 5.2.2) gilt W = lin{1}.

Bei der einfachen linearen Regression (Beispiel 5.2.3) gilt
W =lin{1, y}.
Bei der polynomialen Regression (Beispiel 5.2.5) gilt
W =1lin{1,y,v% ...,y '}
Bei der mehrfachen linearen Regression (Beispiel 5.2.6) gilt
W =1in{1,y1,...,yq-1}

Beim Mehrstichprobenproblem (Beispiel 5.2.7) gilt

1,, 0
0 :
W = lin . . :
: 0
0 1,,

Beispiel 5.3.9. Wir betrachten die einfache lineare Regression

A:(]l y)E]R"”.

Die Menge {vy,va} mit

1 y—yl

v =—= und vy = —F———
! Vvn ? vn —1s,

ist eine Orthonormalbasis von W = lin{1,y}. Wegen der Gleichung

folgt

X, 1 1 i i}
HwX:<X,U1>U1+<X,U2>U2:< - >]l—i— (n_l)sz(X,y—yD(y—y]l)
e <y—g:ﬂ_,X—Xﬂ.> — v SyX _

X1 —yl)=X1+——(y—yl
+ (n—1)s2 (y —y1) +S§ (y — 1)
v SyX _ Syx
297D W 2.9
(=) 53"
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Die Gleichung

aus Bemerkung 5.3.3 lautet hier also
Aol + By = (_ —Sy—QXy>IL+Sy—§ :
s s
Also erhalten wir den KQS 3 = (Bo, Bl) fiir B als

~ Syx
/81 - 8_2
Yy

und
Bo =X — Blg'

Beispiel 5.3.10. Wir betrachten das Mehrstichprobenproblem

l,, 0 0
A: 0 0 :(fl fd)eRnXd-
0 0 1,

Die Menge {vy,...,vq} mil

ist eine Orthonormalbasis von W =lin{fy,..., fs}. Es folgt

d

d
1_IW)( ZXUz Uy ansz z Zsza

=1 =1

wobei die Stichprobe X = (Xy,...,Xy) die Gruppen X; € R™ firi=1,...

Die Gleichung

~

AB=¢

aus Bemerkung 5.3.3 lautet hier also

d d
> Bifi=>_Xif.
=1 =1

Also erhalten wir den KQS

. d enthdlt.
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5.4 Punktschatzer

Wir betrachten ein lineares Modell .#Z mit koordinatenfreier Darstellung. Wir nehmen

an, dass d < n, wobei d = dim(W).

Definition 5.4.1. Wir setzen

~

1 A
C:=IlwX und & := —dHX — P
n_

Lemma 5.4.2. Es gilt (b,v) = (Ilyb,v) fir alle b € R™ und v € W.

Beweis. Es gilt
(b,v) = (Il b,v) + (Iy1b,v) = (b, v).
—_——

=0

O

Wir fixieren ein ¢ = ({,0?) € ©, und betrachten das Wahrscheinlichkeitsmal Py.

Weiterhin fixieren wir eine Orthonormalbasis {vy, ..., v,} von R", so dass {vq, . ..

eine Orthonormalbasis von W ist.

Definition 5.4.3.
(a) Wir setzen X; := (X, v;) firi=1,...,n.
(b) Wir setzen Y; := (X — (,v;) firi=1,...,n.
(c) Wir setzen Z; := % firi=1,...,n.

Lemma 5.4.4.

7vd}

(a) Die Zufallsvariablen X1, ..., X, sind unabhingig mit X; ~ N((C,v;), 02) fiir alle

1=1,...,n.

(b) Die Zufallsvariablen Y1, ...,Y, sind unabhingig mit Y; ~ N(0,0?) fir alle i =

1,...,n.
(c¢) Die Zufallsvariablen Zy,...,Z, sind unabhingig mit Y; ~ N(0,1) fir alle i =
1,...,n.
Beweis.

(a) Folgt aus Korollar 4.3.11, da X = AX mit der orthogonalen Matrix

U1
A= : c R™xm

Un
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(b) Folgt aus Korollar 4.3.11, da Y = A(X — {) mit der orthogonalen Matrix

U1
A= : | eR™"

Un

(c) v

Lemma 5.4.5. Es gelten die Darstellungen

d

) d _ A 1 n N 1 n
C:;Xivi:(—i-ZYivi und Szzn—d,z Xf:n_dz}/f.

i=1 i=d+1 i=d+1

Beweis. Es gilt

Weiterhin gilt

1=d+1

Wegen ¢ € W gilt (¢, v;) = 0 fiir alle i = d + 1,...,n, und damit X; = Y; fiir alle
1=d+1,...,n. Es folgt

. 1 2 1 «— = S
SzzmHX—dF:m > Xz?:n_d PR
i—d+1 i=d+1

~

Lemma 5.4.6. Es gilt E[¢] = (.
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Beweis. Nach Lemma 5.4.5 gilt

O
Lemma 5.4.7. Fir alle b,c € R™ gilt
Cov({, ), (e.€)) = (Twb, Myc)o’
Beweis. Nach Lemmas 5.4.5 und 5.4.2 gilt
) d
Cov ({b, ), {c, C COV<< ZYU1> <C,ZY}U]->>
j=1
d d d
= ZZ (b, v;)(c,v;)Cov(Y;,Y;) = Z(b, v;)(vs, ¢) Var[Y]
i=1 j=1 i=1
d d
= Z(b, v;) (v, c)o? = Z(Hwb, v;) (v, My c)o® = Iy b, Iyyc)o.
i=1 i=1
O
Lemma 5.4.8. Es gilt
( ~ N(¢, ((Hwei, Twe;)0%)ij=1,...m)-
Beweis. Folgt aus Lemmas 5.4.6 und 5.4.7. [
Lemma 5.4.9. Fir alle b € R™ gilt
<b7 é> ~ N(<bu <>7 HHWbHQO-Q)
Beweis. Folgt aus Lemmas 5.4.6 und 5.4.7. ]

Satz 5.4.10.
(a) Die Zufallsvariablen ¢ und §2 sind unabhingig.
(b) Fiir jedes b € R™\ W+ gill

~ N(0,1).
ooy~ N0
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(c) Es gilt

(d) Fiir jedes b € R* \ W+ gilt

. ~ by
8[| Ty bl| ‘

Bewess.

(a) Folgt aus Lemmas 5.4.4 und 5.4.5.
(b) Folgt aus Lemma 5.4.9.
(c) Mit Lemma 5.4.5 und Satz 2.2.2(a) gilt

R E D 3 A

(d) Wir setzen
(b,0) = (6. ¢) n—d,
Ui=—"——-" d V:=
o[y b|| o?
Nach den Teilen (a)—(c) sind U und V' unabhéngig mit U ~ N(0,1) und V ~
X2_,- Also folgt mit Satz 2.2.2(b)
<b7 é> — <ba C) <ba é) — <b7 C> o

U
— — ey e— ~Y tn_ .
B o | Ty b] 2 Vin—d I

Lemma 5.4.11. Fir W =1lin{1} gilt { = X1 und §* = 2.
Beweis. Wir setzen vy = \/Lﬁ € W. Dann gilt ||vy|| = 1, und folglich

(=X = (X,v)v, = <X,%>% = %(X,]l)]l = X1.

Weiterhin gilt

1 _ 1 _
7 = X;—X)* = X - X1
e DB ||

1 R
= ——|| X = (|? =3
X (P =3
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Bemerkung 5.4.12. Wir betrachten den Fall W = lin{1}. Dann gilt { = X1 und
¢ =pl mit pe R. Wir setzen b := %. Dann gilt b € W mat

1] 1 1 ~
HbH_H_H_—HﬂH—— 2t ;r2=Mt_
n n n n

N
(b,71) = <%,71> =

Also verallgemeinert Satz 5.4.10 den Satz 2.2.5.
Lemma 5.4.13. Fs gilt E[$?] = 0%

und fir alle v € R gilt

312

<17 1> =7

Beweis. Wir setzen

n—d.
§2.

V.=

o2
Nach Satz 5.4.10(c) gilt V ~ x2_,, und daher E[V] =n — d. Also folgt
2 4

E[5%] = — dE[V] = o’

Definition 5.4.14. Zwe: statistische Modelle
M= (0T, (Py:9€O)) und A = (0.7, (Q:vel))
heiffen dquivalent, falls
{Py: e} ={Q,: 7T}

Lemma 5.4.15. Es seien 4 und A zwei dquivalente statistische Modelle, und es
sei S 1 Q — E eine Statistik mit Werten in einem messbaren Raum (E,&). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) S ist suffizient beziglich A .
(11) S ist suffizient beziglich A .

Beweis. (1) = (ii): Es sei f : @ — R eine messbare, beschrinkte Funktion. Nach
Voraussetzung existiert eine o(S)-messbare Zufallsvariable g : Q© — R, so dass

Ep,[f|S] =g Py-fast sicher fiir jedes 9 € ©.
Fiir jedes v € I existiert ein ¥ € O, so dass Q, = Py. Also folgt
Eq. [f]S] =9 Q,-fast sicher fiir jedes v € T

(ii) = (i): verlduft analog. O
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Lemma 5.4.16. Es seien 4 und A zwei dquivalente statistische Modelle, und es
sei S Q — E eine Statistik mit Werten in einem messbaren Raum (E,&). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) S ist vollstindig beziiglich A .
(ii) S ist vollstandig beziiglich N .

Beweis. (i) = (ii): Es sei h: E — R eine messbare Funktion mit h(S) € £*(Q,) fiir
alle v € T', so dass

Eqg, [h(S)] =0 fiir alle y € T

Fiir jedes ¥ € O existiert ein v € T, so dass Py = Q,. Also folgt h(S) € Z2(Py) fiir
alle ¥ € O, sowie

Ep,[h(S)] =0 fiir alle 9 € ©.
Nach Voraussetzung folgt
h(S) =0 Py-fast sicher fiir alle ¥ € ©.
Fiir jedes v € T existiert ein ¥ € O, so dass Q, = Py. Also folgt
h(S) =0 Q,-fast sicher fiir alle vy € I".
(i) = (i): verlduft analog. O

Satz 5.4.17. Die Statistik
5= (;z;zzfc)
i=1

st vollstindig und suffizient.

Beweis. Da die Statistik S von der transformierten Stichprobe X abhingt, diirfen
wir nach Lemma 5.4.4 das statistische Modell mit

Py = ®N((C,vi>,a2), ¥ =(¢,0%) €W x(0,00) =0

betrachten. Gemif Lemmas 5.4.15 und 5.4.16 dirfen wir das statistische Modell mit

d n

Qs = RN, 0?) x X N(0,0%), 9= (0% eR?x (0,00) =T

=1 i=d+1
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betrachten. Die Likelihood-Funktion ist gegeben durch

x>=f[¢%exp( %) Em (_ )

-
n 1 & 1 1 <
S G EE SR D EE- ity

i=1 i=1
Also ist .# eine mehrdimensionale exponentielle Familie der Form

LW, z) = exp ((a(9), T(z))garr — b(9)) - h(z) fiir alle (J,z) € T x Q,

_(mo o LN 1
a(ﬁ)_(az’”"ay 202>_(02’ 202)’

1
2 2
77@ = —hl 2m0?%) + T‘QHUHW;

wobel

=
=
I
|
E
o
3
q
w
q —
no
M&

n

T(2) = (Z) = ((imr el

=1

h(z) = 1.
Fiir jedes v € T gilt

d 1
Ja(ﬁ) = ( o2 104 ) c R(d+1)><(d+1)7

551
und daher
det J,(9) = Flm > 0.
Nun folgt mit Satz 1.10.10, dass S vollstindig und suffizient ist. O
Satz 5.4.18.
(a) Fiir jedes b € R™ ist (b, é} der eindeutig bestimmte gleichmdjig beste Schdtzer
fiir (b, ).

(b) 8% ist der eindeutig bestimmte gleichmdipig beste Schitzer fiir o*.
Beweis. Nach Satz 5.4.17 ist die Statistik

5 (;z)zz;z)
=1

vollstandig und suffizient.
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(a) Wir definieren

d
h:RY™ SR, hz) = <bzm>
=1

Nach Lemma 5.4.5 gilt

d
(b, () = <b, mei> = h(S).
i=1
Nach Lemma 5.4.9 gilt auRerdem fiir alle ¥ = ({,0?) € ©

Ey[h(S)] = Eg[(b,{)] = (b,¢).

Also folgt mit Korollar 1.9.4, dass (b,() der eindeutig bestimmte gleichmiibig
beste Schitzer fiir (b, () ist.

(b) Wir definieren

d
1
h:R7™ SR, hz) = n_d(de—Zm?).

Nach Lemma 5.4.5 gilt

1 — =
§% = X7 = h(S).
e DI )

i=d+1
Nach Lemma 5.4.13 gilt aukerdem fiir alle ¥ = (¢, 0?) € ©
Eﬁ[h(S)] = 0'2.

Also folgt mit Korollar 1.9.4, dass $* der eindeutig bestimmte gleichméfig beste
Schitzer fiir o? ist.

]

Definition 5.4.19. FEin Schdtzer T : Q — R heifit linear, falls T = (b, X) fir ein
be R

Definition 5.4.20. Es seien 7 : © — R eine Kenngréofie und T : 1 — R ein er-
wartungstreuer, linearer Schatzer fir 7. Dann heifit T ein gleichmdf$ig bester linearer
Schitzer (oder BLUE fiir “best linear unbiased estimator”), wenn

Vary[T] < Vary[S]

fur alle ¥ € © und fir jeden erwartungstreuen, linearen Schitzer S : 2 — R fiir 7.
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Satz 5.4.21 (Satz von Gauk-Markov). Fir jedes b € R™ ist (b,C) der eindeutig
bestimmte gleichmafig beste lineare Schdtzer fiir (b,(), und es gilt

Varg[(b, ()] = |[TIwb|?0?  fiir alle 9 = (¢,0?) € O.
Beweis. Wir setzen T := (b, ¢). Dann gilt
T = (bl X) = b, X).

Also ist T ein linearer Schétzer, der nach Lemma 5.4.9 erwartungstreu fiir (b, () ist.
Nun sei ¢ € R™, so dass der Schitzer S = (¢, X) erwartungstreu fiir (b, () ist. Dann
gilt fiir alle ¥ = (¢,0?%) € ©

<ba C) = Eﬁ[S] = EﬁKcv X>] = <Ca g)
Also gilt
(b—c,¢)=0 firalle (e W.

Es folgt b — ¢ € W+, und damit ITyyb = Iyc. Nun sei ¥ = ((,0?) € © beliebig. Mit
Lemma 5.4.9 folgt

Vary|T] = Vary|[(b, 6}] = [Ty b||*c? = ||y c||*o>.
Auferdem gilt
Varg[S] = Vary[(c, X)] = Vary {Z cin} => co® = ||c[*o”.
' i=1
Wegen
lell* = I Twell® + [ Tycll”
gilt also
Vary[T] < Vary[S] fiir alle ¥ € O,

und folglich ist T" ein gleichméfig bester linearer Schétzer fiir (b, ). Zum Beweis der
Eindeutigkeit nehmen wir an, dass

Vary|[T] = Vary[S] fiir alle J € ©.

Dann folgt ||IIyy.c|| = 0, und daher ¢ € W. Nun folgt aber ¢ = Ilyyc = Iy b, und
damit "= S. [l

Bemerkung 5.4.22. Selbstverstindlich lift sich der Satz von Gauf-Markov (Satz
5.4.21) einfacher mit Hilfe von Satz 5.4.18 beweisen.



134

5.5 Bereichsschatzer

Wir betrachten ein lineares Modell .# mit koordinatenfreier Darstellung. Wir nehmen
an, dass d < n, wobei d = dim(W).

Satz 5.5.1.

(a) Fir jedes b € R"\ W ist die Zufallsvariable

(,) — (b.¢) )
m(,) = ———= V= ((o

) = o
eine Pivot-Statistik mit Pivot-Verteilung n = t,,_q4.

(b) Fiir jedes b € R"\W und jedes a € (0, 1) ist das Zufallsintervall Cy, : Q — B(R)
gegeben durch

Chp = (b,C) % ty_a1—a/8/|Twb||
ein Konfidenzintervall fiir (b,() zum Niveau c.
(¢) Fiir jedes o € (0,1) ist die zufillige Kugel C' : Q — B(W') gegeben durch
C ={+ Bw(Vdty_g1-ajeas)
mit
By (e) :={x e W:|lz]| < €}
ein Konfidenzbereich fir ¢ zum Niveau a.
Bewess.
(a) Folgt aus Satz 5.4.10(d).

(b) Es sei F' die Verteilungsfunktion von 7. Mit ¢ :=t,_q1_4/2 und B = [—c¢, ] gilt
wegen der Symmetrie der Dichte

n(B) = n((—o0,d]) = n((—o00, —c)) = F(c) — F(—c) = F(c) = (1 = F(c))
:2F(c)—1:2<1—%>—1:1—a,
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und fiir alle ¥ = (¢, 0?) € O gilt

{(0,0) € G} = {(5,0) € (6,0) =+ tuaaapp$|Twb] }
—{(6.0) — esllmwl] < (b,¢) < (6,C) + 3| }

= {(6,0) = (0.0) = esllwbl] <0 < (5,0) = (b,) + 3| Twb }
= {r(0,) — ¢ <0 <w(,) +c}
= {[r(¥,)| < ¢} = {x(9,") € BY.

Also folgt dieser Teil mit Satz 2.1.5.

(c) Esselc:=t,_q1-a/@24d)- Es sei {v1,...,vq} eine Orthonormalbasis von 1. Nach
Teil (b) und Satz 2.1.3 ist das Zufallsrechteck C : Q — B(R?) gegeben durch

C = (<v1,§>ic§) X% (<vd,§>ic§>

ist ein Konfidenzbereich fiir (v,¢) := ((v1,(), ..., (v4,()) zum Niveau «. Fiir
alle 9 = (¢, 0?) € O folgt

Py(C € C) = Py(||C — ¢|| < Vdes) =Py (|| = ¢|? < de8?)

d d

:Pﬁ(ZKUi,C— OF < d) > m(ﬂ {I(vi, ¢ = QP < })
i=1 =1
d

:pﬁ(ﬂ{\vl,g ¢\<cs}> Po((0,0) € C) > 1 a.

Satz 5.5.2.
(a) Die Zufallsvariable

ist eine Pivot-Statistik mit Pivot-Verteilung n = x2_,.
(b) Fiir jedes o € (0,1) ist das Zufallsintervall C' : Q — B(R) gegeben durch

C=l- 572
and,lfa/Q and,a/2

2

ein Konfidenzintervall fir o® zum Niveau o.
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Beweis.
(a) Folgt aus Satz 5.4.10(c).

(b) Es sei I die Verteilungsfunktion von 1. Mit B = [X2_,; /0 Xo 41 _a/o] &ilt

n(B) = 77((—007 ng—d71—a/2]) - 77((—00> X?L—d,a/Q))

(e} (8}
F(Xi—d,l—a/z) - F(Xifd,a/Q) = <1 — 5) — 5 =1-aq,

und fiir alle ¥ = (¢, 0?) € © gilt

{0260}:{026[ Qn_d &, Z_d 32]}
X

n—d,1—a/2 and,oz/Q

n—d . n—d |
:{—s2§02§ 32}

2 2
and,lfa/Q and,oz/Q

_ { 1 < 1 < 1 }

szzfd,lfa/Q —or(d,) T Xifd,a/Z
= {Xi—d,a/2 <7(d,-) < Xi—cu—a/z}
={n(v,-) € B}.

Also folgt dieser Teil mit Satz 2.1.5.
O

Korollar 5.5.3. Fiir jedes o € (0, 1) ist der Bereichsschitzer C' : Q — B(©) gegeben
durch

. R n—d ., n—d .
C= (C—i— BW(\/ZZtnfd,lfa/Md)s)) X [ 5 &, 5

2
and,lfa/4 and,oz/4

ein Konfidenzbereich fiir (¢,0?) zum Niveau .

Beweis. Folgt aus den Sdtzen 2.1.3 und 5.5.1, 5.5.2. O

5.6 Hypothesentests

Wir betrachten ein lineares Modell .# mit koordinatenfreier Darstellung. Wir nehmen
an, dass d < n, wobei d = dim(W).
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Satz 5.6.1 (t-Test fiir den Erwartungswert). Es sei (o € W beliebig. Wir zerlegen ©
m

©p ={C} x (0,00) und ©O©; =W\ {G}) x (0,00).
Wir betrachten also die Null-Hypothese Hy = {¢ = (o} und die Alternative H; =
{C # (o}. Fiir jedes o € (0,1) ist ¢ = 1 mit
B = {|I{ = Goll > Ve tn-a1-ayeas}
ein zuldssiger Test zum Irrtumsniveau o

Beweis. Wir setzen ¢ := t,_g1-a/(24)- Es sei b € R" \ W+ beliebig. Weiterhin sei
¥ = ({y,0?) € O beliebig. Nach Satz 5.4.10(d) gilt

<b7 é) _ <ba €0>
—— ~ T, ter Py.

§HHWb|| 4 unter 'y
Es folgt

<b7 §> — <b7 CO>

By (1{b. € — Go)| > e Ty bl]) = P(‘ 3T o]

>c <g
_d'

Nun sei {vy,...,v4} eine Orthonormalbasis von W. Dann folgt

Gy (9) = Bylp] = By[l 5] = Py(B) = Py(||C — Goll > Vides)

d
=Py(||I¢ — Gl* > de?8?) = M(Z (v, ¢ — Co)|? > d02§2>
=1

= Q.

SH e

d d
< m(U {1{vi, ¢ — Co))* > c2§2}) < Py([(vi, { = Go)| > ¢8) < d-
i=1 =1

O
Bemerkung 5.6.2. Satz 5.6.1 folgt auch aus Satz 3.5.1 und Satz 5.5.1(c).
Bemerkung 5.6.3. Satz 5.5.1(c) folgt auch aus Satz 3.5.3 und Satz 5.6.1.
Satz 5.6.4 (x*-Test fiir die Varianz). Es sei 02 € (0,00) beliebig. Wir zerlegen © in
Qo =W x (0,03] und ©; =W x (07,0).

Wir betrachten also die Null-Hypothese Hy = {0* < o2} und die Alternative H; =
{c? > o2}. Fiir jedes o € (0,1) ist p = 1 mit

B :={(n—d)8* > 05Xy a1 o}

ein zuldssiger Test zum Irrtumsniveau o
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Beweis. Wir setzen ¢ := x;_4,_,. Weiterhin sei 9 = (¢,0?) € ©g beliebig. Es gilt
also 0 < o3. Nach Satz 5.4.10(c) gilt
n — d 2

8% ~x2_, unter Py,

o2

und es folgt
G,(0) = Ey[p] = Ey[lg] = Py(B)

—d
—PBy((n — d)F > 02¢) < Py((n — )& > 0°c) = Py (” 2 ) o

Nun sei Wy C W ein weiterer Unterraum mit e < d, wobei e = dim(Wy). Wir
zerlegen © = W x (0, 00) in

©p =Wy x (0,00) und ©O; = (W \ W) x (0, 00).

Wir haben also die Null-Hypothese Hy = {¢ € Wy} und die Alternative H; = {{ ¢
Wo}.

Beispiel 5.6.5. Bei der einfachen linearen Regression (Beispiel 5.2.3) mit
W =lin{l,y}

setzen wir
Wy = lin{1}.

Wir testen also, ob tatsdchlich eine nichttriviale lineare Abhdngigkeit tatsdchlich vor-
liegt. Genauer sind hier:

e Hy: Gauf’sches Produktmodell. Es liegt also keine Abhdngigkeit zwischen der
Stichprobe X und den Kontrollvariablen y vor.

o Hi: Lineares Regressionsmodell, das kein Produktmodell ist. Es liegt also eine
Abhdngigkeit zwischen der Stichprobe X und den Kontrollvariablen y vor; und
zwar eine lineare.

Beispiel 5.6.6. Bei der polynomialen Regression (Beispiel 5.2.5) mit
W =1lin{1,y,v% ...,y "}

setzen wir
Wy =lin{L,y,9% ...,y '}

fur ein e < d. Wir testen also, ob der Grad des Polynoms reduziert werden kann. Im
Fall e = 2 ist Wy = lin{1,y}, und wir erhalten:
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e Hy: Lineares Regressionsmodell.
e Hy: Polynomiales Regressionsmodell, das nicht linear ist.
Beispiel 5.6.7. Bei der mehrfachen linearen Regression (Beispiel 5.2.6) mit
W =lin{1,y1,...,Y%4-1}
setzen wir
Wo =1lin({1} U{y;: i € I})

mit einer echten Teilmenge I C {1,...,d — 1}. Wir testen also, ob die Anzahl der
linearen Einflisse verkleinert werden kann. Wichtige Spezialfille sind Wy = lin{1, y; }
fireini=1,...,d—1 sowie Wy = lin{1}.

Beispiel 5.6.8. Beim Mehrstichprobenproblem (Beispiel 5.2.7) mit

W = lin{fl, e ,fd}7

wobet die f1,..., fq wie in Beispiel 5.3.10 die werallgemeinerten Einheitsvektoren’
bezeichnen, setzen wir

d

W() = hn{IL}
Wir testen also, ob alle Gruppenmittel tibereinstimmen. Genauer sind hier:
e Hy: Alle Gruppenmittel stimmen tberein.

e Hy: Es gibt (mindestens zwei) Gruppen, deren Gruppenmittel nicht iberein-
stimmt.

Definition 5.6.9. Es seien Xi,..., X, ~ N(u;, 1) unabhingige Zufallsvariablen. Die
Verteilung von

U= X7 = X
=1

heift die nichtzentrale x*-Verteilung mit n Freiheitsgraden und Nichtzentralititspara-
meter

5= pE = ulP € R..
=1

Wir bezeichnen sie mit x2(6?).
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Bemerkung 5.6.10. Es gilt x> = x2(0).

Definition 5.6.11. Es seien U ~ x2(6%) und V ~ x2, unabhingige Zufallsvariablen.
Die Verteilung von

m U

nV

heifit die nichizentrale Fischer-Verteilung mit (n,m) Freiheitsgraden und Nichtzen-
tralititsparameter 6. Wir bezeichnen sie mit F,, ,,(6?%).

7 =

Definition 5.6.12. Wir nennen ¥, ,, = F,,,(0) die die Fischer-Verteilung mit
(n,m) Freiheitsgraden.

Satz 5.6.13. Die Fischer-Verteilung I, ,,, ist absolutstetig mit Dichte f : R — R,
gegeben durch

22 LBl
1) = B2, m2) (m + nayermr Lo (0
wobel
~ T(r)(s)
B(r,s) C(r+s)

die Betafunktion bezeichnet.
Wir fixieren ein ¥ = (¢, 0?) € ©.
Definition 5.6.14.
(a) Wir setzen Co = Hy, ¢ und (o == Iy, X.
(b) Wir setzen
1 ..
2. _ A2
Sp ¢ d—e HC COH
(c) Wir definieren die Quotienten-Statistik
5 _n—dllc -Gl

Vn::7: .
# A=) = (|

Definition 5.6.15. Fir zwei Unterrdgume U C V C R™ mit dim(U) = e und
dim(V') = d setzen wir

. 1
§y = E||HVX — Iy X |2
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Bemerkung 5.6.16. Es gilt 5* = 33, y, und 55 = 83y, , und daher

a2
S
W,W
Vn _ 0

Stnw
Satz 5.6.17 (Pythagoras). Fs gilt die Zerlegung
(n = €)8nw, = (0 — d)3gnw + (d — )54,
=(n—d)§ + (d—e)sp.
Beweis. Es gilt
(n = €)3gnw, = X — My, XT|J* = [|X — My X||* + || Hw X — Ty, X 1|

= (n = d)sgn w + (d =€)y, w-

O
Wir setzen
o lc-al?
o2
Satz 5.6.18. Die Schitzer 5% und 53 sind unabhdingig mit
n;d§2 ~ Xp_a und d;eéo ~ Xa_e(6%).

Folglich gilt Vi, ~ Fg_cn_a(6?).
Beweis. Nach Satz 5.4.10(c) gilt

nU_Q d§2 Xi—d
Es sei {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis von R", so dass {vy,...,v.} eine Orthonor-
malbasis von Wy ist, und {vy,...,v4} eine Orthonormalbasis von W ist. Wir setzen

Y :=(X,v;) und Z; := % fir i = 1,...,n. Dann sind die Zufallsvariablen Z;,..., 7,
unabhéngig mit Z; ~ N(p;, 1) fir alle : = 1,...,n, wobei
<C7 Ui>

Wi = , 1=1,...,n.
o

Es gilt

d

_ 2 1 d
g =Gl _ 1 DTGP =D i = (et - )1

o? o? 4
1=e+1 i=e+1
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und daher folgt

d d
d—e. 1. 2 1
753 = ;HC —Goll* = o Z Y2 =) Z ~xi(67).
Nach Lemma 5.4.5 gilt aulerdem

n—d

o2

n
a2 2 2
s = E Zz ~ Xn—ds

i=d+1
so dass die Unabhingigkeit von 52 und 82 folgt.

Satz 5.6.19. Fiir alle 9 = (,0?) € O gilt

. ¢ — Gl
Eo[85n w,) = 0° + | — ZH .
Beweis. Nach Satz 5.6.17 gilt
R n—d . d—e
Sgmwy = p— 652 o es%.

Fiir X ~ x,,(6%) gilt E[X] = n + §2. Also folgt mit Satz 5.6.18

. n—d o? d—e.
Eﬁ[S%H’WO] = o2 + ]E19|: -2 8%:|

n—e n—e
—d 2
T8 T (et )
n—e n—e
_ 2
e o=l
n—e

Korollar 5.6.20. Fiir jedes ¥ = ((,0?) € © sind folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Es gilt Eg[55n y,] = 0°.
(i1) Es gilt ¥ € ©y, das heifit ¢ € W.

(iii) Es gilt 6> = 0.

Beweis. Folgt aus Satz 5.6.19.

Korollar 5.6.21. Fir alle ¥ € ©¢ gilt V,, ~ Fy_cn_q unter Py.
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Beweis. Folgt aus Satz 5.6.18 und Korollar 5.6.20. [
Satz 5.6.22 (F-Test der linearen Hypothese). Fiir jedes a € (0,1) ist

SO = I]'{VHZFd—eA,n—d,l—a} = ]]-{§(2)2Fdfe,n7d,17a§2}
ein Level-a-Test.

Beweis. Fiir jedes v € O gilt nach Korollar 5.6.21
Gw(ﬁ) = ]Eﬁ[@] = Pﬁ(vn Z Fd—e,n—d,l—a) = Q.
O

Bemerkung 5.6.23. Grofie Werte von 53 = §12,V7W0 fiihren zur Ablehung der Nullhy-
pothese, die besagt, dass ¢ in Wy liegt.
5.7 Varianzanalyse

Wir betrachten das Mehrstichprobenproblem. Bei der koordinatengebundenen Dar-
stellung haben wir die Matrix

I, 0 0
A= o . 0o |=(h - fa)eR™,
0 0 Ly,

und bei der koordinatenfreien Darstellung haben wir den Unterraum
W =lin{fi,..., fa} CR"

In diesem Modell liegen bei der Stichprobe verschiedene Gruppen X = (X, ..., Xy)
mit X; € R™ fiir s = 1,...,d vor, wobei ny + ...+ ng = n.

Satz 5.7.1.

(a) Der Schitzer C ist gegeben durch

(b) Der KQS 3 ist gegeben durch
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Beweis. Siehe Beispiel 5.3.10. O

Es sei Wy = lin{1}. Wir mochten also testen, ob die Gruppenmittel {ibereinstim-
men.

Bemerkung 5.7.2. Es gilt Iy, X = X1; siehe Lemma 5.4.11. Folglich gilt
Wingy Xs = Xofi fir allei=1,...,d.

Definition 5.7.3. Wir nennen 52 die Stichprobenvarianz innerhalb der Gruppen.

Definition 5.7.4. Firi=1,...,d nennen wir

1 _
2 2
= Xi—Xifi
Sx; ni_1|| fill

die Stichprobenvarianz der i-ten Gruppe.

Satz 5.7.5. Fs qilt die Zerlegung

d

(n—d)*=> (n; — 1)s%,.

i=1
Beweis. Wir setzen W, := lin{ f;} fiir i = 1, ..., d. Dann gilt
W=Wo...eW,.

Aufserdem seien Vi, ...V, die eindeutig bestimmten Unterrdume des R", die von
Einheitsvektoren erzeugt werden, so dass f; € V; fiir alle : = 1,...,d. Dann gilt

R*"=Vi®...®V,,

und es folgt mit Bemerkung 5.7.2

d 2
(n—d)§® = | X - OwX|* = || > (Iy,X -y, X)

=1

d d d
=3 Iy X =T X[ = > (i — 13, = > (s — D)k,
=1 =1 =1
0
Definition 5.7.6. Wir nennen
1 _
2 2
= X -X1
% = —I ||

die totale empirische Varianz (oder Gesamtvarianz).
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Definition 5.7.7. Wir nennen
1 d
8= Sawe = 77 DK = XAl
i=1

die Stichprobenvarianz zwischen den Gruppen.

Satz 5.7.8. Es gilt die Zerlequng
(n—1)s% = (n—d)8* + (d — 1)3;.
Beweis. Folgt aus Satz 5.6.17.

Satz 5.7.9. Es gilt fiir alle ¥ = ({,0?) € ©

_ 2
Eﬁ[si] _ 02+ ||Cn _Ci” ]

Bewers. Folgt aus Satz 5.6.19.

Korollar 5.7.10. Fiir jedes ¥ = ((,0?%) € © sind folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt Ey[s%] = o2.

(i1) Es gilt ¥ € ©y, das heifit ¢ € W.
(iii) Es gilt 6* = 0.
Beweis. Folgt aus Korollar 5.6.20.

Korollar 5.7.11. Fiir jedes o € (0,1) ist

()0 = ﬂ{gngdfe,nfd,lfa‘éQ}
ein Level-a-Test.

Bewers. Folgt aus Satz 5.6.22.

]

Bemerkung 5.7.12. Je grifer die Stichprobenvarianz 83 zwischen den Gruppen,

desto eher wird Hy abgelehnt.






Literaturverzeichnis

[Bib16] BIBINGER, M.: Mathematische Statistik. 2016. — Vorlesungsskript aus dem
SS 2016, Philipps-Universitdt Marburg

[CS11] Czapo, C. ; SCHMIDT, T.: Mathematische Statistik. Springer-Verlag, Berlin,
2011

|Geo04] GEORGIL, H. O.: Stochastik: Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik. Walter de Gruyter & Co., Berlin, 2004

[Griil0] GRUBEL, R.: Stochastik. 2010. — Vorlesungsskript, Leibniz Universitét
Hannover

[JPO4| JacoD, J. ; PROTTER, P.: Probability Fssentials. Berlin : Springer-Verlag,
2004 (Universitext)

[Kre05] KRENGEL, U.: Finfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.
Vieweg-Verlag, Wiesbaden, 2005

[Low| LOWE, M.: Mathematische Statistik I. — Vorlesungsskript, Universitit Miin-
ster

[Pru00] PruscHA, H.: Vorlesungen iber Mathematische Statistik. Teubner-Verlag,
Stuttgart, 2000

[Ren12] RENESSE, M.: Mathematische Statistik. 2012. — Vorlesungsskript aus dem
SS 2012, Universitat Leipzig, aufgezeichnet von Tobias Weihrauch

[Riis14] RUSCHENDORF, L.: Mathematische Statistik. Springer-Verlag, Berlin, 2014
[Sha03| SHAO, J.: Mathematical Statistics. Springer-Verlag, New York, 2003

[Tap13| TAPPE, S.: Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie. Springer-Verlag,
Berlin, 2013

147



