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Aufgabe 17 (4 Punkte)

Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Ω,A,P)→ (N0,P(N0)) eine messbare
Abbildung. Wir definieren für k ∈ N0 und A ∈ A

K̃(k,A) :=

{
P(A ∩ {X = k})/P({X = k}) für P({X = k}) > 0,

P(A) für P({X = k}) = 0.

Zusätzlich sei K(ω,A) := K̃(X(ω), A) für ω ∈ Ω und A ∈ A. Zeigen Sie:

a) K̃ : N0 ×A → [0, 1] ist eine Markovkern von (N0,P(N0)) nach (Ω,A).

b) K : Ω×A → [0, 1] ist ein Markovkern von (Ω, σ(X)) nach (Ω,A).

c) Für alle A ∈ A und C ∈ σ(X) ist E[1CK(·, A)] = P(C ∩A).

Aufgabe 18 (4 Punkte)

Das Zählmaß µ auf (R,B) sei definiert durch µ(A) = |A|, falls A endlich ist, und µ(A) = ∞
sonst. Zeigen Sie:

a) 4 := {(x, x) ∈ R×R : x ∈ [0, 1]} ∈ B ⊗ B,

b)
∫ 1
0

∫ 1
0 14(x, y)λ(dx)µ(dy) = 0,

c)
∫ 1
0

∫ 1
0 14(x, y)µ(dy)λ(dx) = 1.

Widerspricht dies dem Satz von Fubini?

(bitte wenden)



Aufgabe 19 (4 Punkte)

Beweisen Sie mit Fubini die Regel der partiellen Integration. Seien f, g : [a, b] → R zwei
Lebesgue-integrierbare Funktionen, und für x ∈ [a, b] seien

F (x) :=

∫ x

a
f(y)dy und G(x) :=

∫ x

a
g(y)dy.

Dann gilt: ∫ b

a
F (x)g(x)dx = F (b)G(b)−

∫ b

a
G(x)f(x)dx.

Hinweis: Wenden Sie Fubini auf die Funktion h : (x, y) 7→ f(y)g(x)1E(x, y) an, mit
E = {(x, y) ∈ [a, b]2 : y < x}. Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass Fubini für
Funktionen aus Z+ auch ohne die Integrierbarkeitsvoraussetzung gilt.

Aufgabe 20 (4 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Verteilungsklassen auf Faltungsstabilität.

a) {N (0, σ2) : σ2 > 0}, die Klasse der Normalverteilungen mit Erwartungswert 0.

b) {Exp(λ) : λ > 0}, die Klasse der Exponentialverteilungen.

Hinweis: Eine Klasse M von Verteilungen heißt stabil unter Faltung, wenn für alle µ, ν ∈ M gilt,
dass µ ∗ ν ∈M .

Zur Erinnerung: Die oben genannten Verteilungen sind gegeben durch ihre Dichten

fN (µ,σ2)(x) =
(√

2πσ2
)−1

exp
(
− (x− µ)2

2σ2

)
und

fExp(λ)(x) = λ exp(−λx)1[0,∞)(x).

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

http://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2017-18/vorlesung-wahrscheinlichkeitstheorie-ws-2017-18


