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MaB- und Integrationstheorie

1.1 Das Inhalts- und das MaBproblem

Ziel: Finde im Grundraum Q = R maglichst groBes Mengensystem
A C P(2), dessen Elemente A man ein (geometrisches) Volumen p(A)
zuordnen kann.

Fiir dieses y1 : A — R, verlangt man die o-Additivitét, d.h.

] <U A,-) = Z“(Ai) fiir paarweise disjunkte A; € A. (1.1)
i=1 i=1

sowie die Translationsinvarianz

w(A+a) = pu(A) YA€ A VacR- (1.2)
Beispiel 1.1: Fiir Intervalle der Form (a, b), [a, b), [a, b] C R ist die
tibliche Lange u((a, b)) = p([a, b)) = u([a, b]) = b — a o-additiv und
translationsinvariant. Fiir dieses p ist also die Menge der Intervalle im
gesuchten System A enthalten.

Die Hoffnung, dass A = P(RK) (d.h. jeder Teilmenge von R¥ I3sst sich
ein Volumen mit den Eigenschaften (1.1) und (1.2) zuordnen), wird
jedoch zerstort durch
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Satz 1.2 (Existenz nicht-messbarer Mengen)

Es gibt kein translationsinvariantes, o-additives Volumen (MaB)

w: P(RF) — Ry mit pu([0,1]) = 1.

Beweis: O.B.d.A. sei k = 1. Definiere Aquivalenzrelation auf R durch

X~y <= x—yeQ

und setze R/ = R/Q = {[x]; x € R} (Menge der Aquivalenzklassen).
Nach dem Auswahlaxiom der Mengenlehre existiert ein Reprasentanten-
system A C R von R/, d.h. fiir alle x e Rist |JAN [x]| = 1.

O.E. sei A C [0,1] (ansonsten modifiziere Repréasentanten durch
Verschiebung mit g € Q geeignet). Dann gilt

qeQn[—1,1]

denn ware a € [0,1], aber a & (J,cqn(—1,1;(9 + A), enthielte das

Reprasentantensystem A kein Element der Aquivalenzklasse [a], was
seiner definierenden Eigenschaft widersprache.
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Annahme: Es existiere ein translationsinvariantes, o-additives MaB p auf
P(R) mit x([0,1]) = 1.
Ware p(A) = 0, dann folgte

1=p)<p| U @+A]= 3 ua+A)

qeQN[-1,1] qeQN[—1,1]

= Y uA)=0

qeQN[—-1,1]

also ein Widerspruch. Ware p(A) > 0, dann folgte

2= p([0,1]) + ([1,2]) = ([0, 1]) + ((1,2]) = ([0,2])
>pl U @+rA = > wlg+A) =0
qeQn[o0,1] qeQn[o,1]
was ebenfalls nicht sein kann. O
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Bemerkung 1.3: Das Auswahlaxiom ist dquivalent zur Aussage, dass
nicht-messbare Mengen existieren. Gibt man das Auswahlaxiom auf (was
die Mathematiker aus guten Griinden nicht tun!), kann man jede
Teilmenge des R¥ als messbar ansehen.

Definition 1.4 (Inhalt)

p: P(RK) — R, heiBt Inhalt, falls gilt:

1) n(®) =0

2) p ist endlich additiv, d.h. p(U!_, A)) = >, n(A;) fiir alle
paarweise disjunkten (A;)1<i<n € P(RK)

Sei G die Gruppe der Bewegungen (Isometrien) des R¥, d.h. die von den

orthogonalen Transformationen und Translationen erzeugte Gruppe.

Definition 1.5
1) A, B C R¥ heiBen kongruent (A ~ B) genau dann, wenn ein g € G
existiert mit g(A) = B.
2) w:P(R*) — R, heiBt bewegungsinvariant, falls
u(g(A) = p(A) Vge G, VACR"
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Satz 1.6 (Inhaltsproblem)

Es existiert ein bewegungsinvarianter Inhalt
p:P(RF) =Ry mit u([0,1]) = 1

genau dann, wenn k =1,2.

Dass fiir k > 3 kein normierter, bewegungsinvarianter Inhalt existieren
kann, verdeutlicht auf drastische Weise das sogenannte Banach-Tarski-
Paradoxon:

Satz 1.7 (Banach-Tarski-Paradoxon)

Seien k > 3 undOA, B € R¥ beschrankte Teilmengen mit nicht-leeren
Inneren A # 0, B # (). Dann existieren ein m € N und paarweise disjunkte
Mengen A; C R¥ und paarweise disjunkte Bj C R¥, 1 < i < m, so dass

AZLmJA,', BZLmJB,', undA,-NB,-,lgiSm.
i=1 i=1
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1.2 Mengensysteme und ihre Erzeuger
Definition 1.8 (o-Algebra)

Sei ein Grundraum Q # () gegeben. Eine Teilmenge A C P(Q) heiBt
o-Algebra auf (oder in) Q genau dann, wenn gilt:

Al) Qe A
A2) Ac A = A A

A3) (An)n>1 Folgein A = |5, An € A
Das Paar (2,.A) heiBt Messraum.
Bemerkung 1.9: Ist (©2,.4) Messraum, dann gilt
1) p=Q°ec A
c
2) Sei (An)nz1 Folge in A = (Vpoy An = (Ups1 A7) € A

3) Seien Ay, ..., Ay € A, soist Ui, A= U, AUPUPU... € A und
N A =N, ANQNQN... € A

4) Sind A, B € A, dann sind auch AUB, AnNB, A\ B=AnN B¢ und
AAB := (A\ BYU(B\ A)in A, denn ANB =(A°UB°)c A

: :
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Proposition 1.10

Sei T eine nicht-leere, endliche oder unendliche Indexmenge und
A € P(2) o-Algebren auf Q fiir alle t € T, dann ist auch (.1 A: eine
o-Algebra auf Q.

Beweisskizze: Ist A € (.1 A, soist A € A, fiir alle t € T und damit
auch A° € A; fiir alle t, also ist auch A€ € ﬂteT'At' Die Eigenschaften
A1) und A3) aus Definition 1.8 folgen analog. O

Definition 1.11 (Erzeugte o-Algebra)
Sei £ CP(Q) , dann heiBt

(&) = ﬂ{A | A o-Algebra und £ C A}

die von & erzeugte o-Algebra. o (&) ist die kleinste o-Algebra, die £
enthalt.

Bemerkung 1.12: Jede o-Algebra enthalt entweder endlich viele oder
liberabzahlbar unendlich viele Elemente.
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Beispiel 1.13:
a) A; ={0,Q} und Ay = P(Q) sind o-Algebren auf Q.
b) Sei AC Q und £ = {A}, dann ist o(€) = {0, A, A<, Q}.

c) Sei Q =Nund £ = {{i}; i € N}, dann ist o(&£) = P(N), denn fiir
jede o-Algebra A D € und jedes AC Nist A= J;,c4{/j} € A.

d) Sei (£22,.4;) ein Messraum und f : Q3 — Qp, dann ist

o(f) = F 1 A) = {FHA) | Ac Ay}

eine o-Algebra auf 4, die von f induzierte o-Algebra auf ;.
Dabei ist f~1(A) := {w € Qi | f(w) € A} das Urbild von A unter f.

e) Fir Q' Cc Qund f =id|q : Q' — Q ergibt sich aus d) die
Spur-o-Algebra

FFLlA=QNA={QNA|Ac A}

; ;
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Definition 1.14

Sei Q = R¥, £ = Ok das System der offenen Teilmengen des R¥, dann
heiBt BX = o(O¥) die Borel’sche o-Algebra auf R¥. Sei C¥ das System
der abgeschlossenen Teilmengen des R¥, dann gilt ebenso B* = o (C*)

Bemerkung 1.15: Seien

& ={(ab]|abeR a<b}, &={(ab)|abecRk a<b},
& = {(—o0,b] | b € R¥}, & ={[a,b] | a,b € R", a < b},

dann gilt BX = o(&) fir i =1,...,4.

Um die Gleichheit o(&1) = o(&,) zweier erzeugter o-Algebren nachzuwei-
sen, geniigt es zu zeigen, dass & C o(&) und & C o(&) gilt.

Aus der ersten Relation folgt o(€1) C o(&2), aus der zweiten
o(&) C o(&1), zusammen also o(&1) = 0(&).

: :
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Definition 1.16 (Ring und Algebra)
Sei R C P(2).
a) R heiBt Ring (in Q) genau dann, wenn
R1) 0 e R,
R2) ABER = A\B=ANB eR,
R3) ABeR = AUBEeR.
b) Ein Ring R heiBt Algebra, wenn Q € R.
Bemerkung 1.17:
a) Ist R ein Ring und sind A, B € R, dann gilt AAB € R und
ANB=A\(A\B)eR.
b) R ist eine Algebra genau dann, wenn
1) PeR,
2) ABeR = AUBER,
3) Ae R = A e R.

c) Seien T eine beliebige, nicht-leere Indexmenge und R C P(R)
Ringe (Algebren) in Q, dann ist (), R: ein Ring (Algebra).
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Definition 1.18 (Erzeugte Ringe und Algebren)
Sei £ CP(Q), dann heiBt

R(E) = |{R|R Ring, £ C R}
der von £ erzeugte Ring und
a(€) :=({A| A Algebra, £ C A}

die von &£ erzeugte Algebra.
Es gelten die Inklusionen £ C R(E) C «(€) C a(€).

Beispiel 1.19: Sei Q = R¥, £ = & = {(a,b] | a,b € R¥, a < b} C B¥
das System der halboffenen Intervalle. Dann ist

R(E) = Fk .= {U Ii | neN, (I;) C & paarweise disjunkt}

i=1

der Ring der k-dimensionalen Figuren.
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Hintergrund fiir das vorhergehende Beispiel ist:

a) & ist ein Semiring, d.h.

SRl) 0e &,

SR2) A, Be & = ANBeé,,

SR3) A,B €& = es ex. paarweise disjunkte (A;) C &1, so dass
A\B="_,A.

b) Ist & ein Semiring, dann ist
R :={UL; i | (i) C & paarweise disjunkt} ein Ring.

Eine weitere Art von Mengensystemen, die Dynkin-Systeme, sind fiir viele
beweise niitzlich.

Definition 1.20 (Dynkin-System)

D C P(Q2) heiBt Dynkin-System, wenn

D1) Qe D,

D2) E,FeD,ECF — F\EeD,

D3) Seien (D;) C D paarweise disjunkt = |J°, D; € D.

; ;
Wahrscheinlichkeitstheorie WS 2017/18 15




MaB- und Integrationstheorie
Beispiel 1.21:
a) o-Algebren sind Dynkin-Systeme.

b) Sei Q eine endliche Menge, || gerade sowie |Q] > 4.

Setze D :={D C Q| |D] ist gerade}. Dann ist D ein Dynkin-System,
aber keine o-Algebra, denn {wy,w>}, {ws, w3} € D, aber
{wl,wg} U {UJ2,UJ3} = {wl,W2,W3} ¢ D.

Bemerkung 1.22: Seien T eine beliebige, nicht-leere Indexmenge und
D; C P(S2) Dynkin-Systeme, dann ist auch [,.+ D; ein Dynkin-System.

Fir £ C P(Q) ist D(E) := ({D Dynkin-System | £ C D} ein
Dynkin-System, das von £ erzeugte Dynkin-System.

Ein Mengensystem G heiBt N-stabil, falls fiir G;, G, € G auch
GiN Gy € G ist.

Satz 1.23
a) Sei D ein N-stabiles Dynkin-System. Dann ist D eine o-Algebra.

b) Sei & C P(Q2) N-stabil, dann gilt D(E) = o(&).
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Beweis:
a) Sind A, B € D, dann ist auch AU B € D, denn

AUB=AU(B\(ANB)) e D, und AN B ist wegen der N-Stabilitit
in D, ferner ist (AN B) C B, womit die Behauptung aus Eigenschaft
D2) folgt.

Per Induktion folgt, das fiir (D;) C D auch die endlichen
Vereinigungen in D sind, d.h. A, :=J_, D; € D.

Aus D2) und D3) folgt damit 2, Di = Uio;(Ai \ Ai—1) € D, d.h.
Eigenschaft A3) fiir o-Algebren ist erfiillt. Nach D1) und D2) enthilt
D auch Komplemente, so dass ebenfalls A2) erfiillt ist. Al) ist durch
D1) automatisch erfiillt, also ist D eine o-Algebra.

Da o(&) ein Dynkin-System ist (Beispiel 1.21 a)) mit £ C o(€), ist
D(&) Ca(€).

Es genligt daher zu zeigen, dass D(£) N-stabil ist, denn dann ist nach
Teil a) D(E) eine o-Algebra und damit o(€) C D(E); zusammen folgt
D(&) = a(€).

Wahrscheinlichkeitstheorie WS 2017/18
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Zum Nachweis der N-Stabilitat definiere fiir D € D(E) die ,,good
sets”
Dp:={QCQ|QNDeDE)}
Dp ist ein Dynkin-System, denn
1) QeDp
2) Fir E,F € Dp mit E C F gilt
(F\E)NnD = (FND)\(END) € D(E), also F \ E € Dp.
—_—— ——
€D(E) eD(E)
3) Fiir eine disjunkte Folge (D;) in Dp gilt
(U,21 D,-) N D =U;2,(D; N D) € D(E), also Uy, D; € Do.

Da &€ n.V. N-stabil ist, gilt fiir alle E € £: £ C D, also D(E) C De.

Also gilt fiir alle E € £, D € D(E), dass EN D € D(E), woraus

€ C Dp und damit (da Dp Dynkin-System) D(€) C Dp folgt.
Letzteres bedeutet aber, dass fiir beliebiges D € D(E) und jedes

D’ € D(E) der Schnitt D' N D € D(€) ist, also ist D(€) N-stabil. O

: :
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Grundlegend fiir die Integrationstheorie ist die folgende

Definition 1.24 (Messbare Abbildungen)

Seien (1, A1) und (Q, Az) Messrdume. Eine Abbildung f : Q1 — Qp
heiBt A;-Ay-messbar, falls o(f) = f~1(Ay) C A;. Liegen A; und A,
fest, sagt man auch: f ist messbar.

Beispiel 1.25:

1) Konstante Abbildungen sind stets messbar: Ist f : Q1 — Qy mit
f(Q1) = wp € Dy, soist F1(Ay) = 0 fiir alle Ay € Ay mit wy € Ay,
und F=1(AL) = Q fiir alle A, € A mit wa € A}, d.h.
f1(A2) = {0,Q1} C A

2) Indikatorfunktionen messbarer Mengen sind messbar, genauer: Sei
(Q1,.4;1) beliebig, setze Q, = {0,1}, Ax = P(Q). Fiir A C Q; sei
=1,a: Q1 — Qo dannist f~1(A) = {0, A A, Q;} C A; genau
dann, wenn A € A;.

: :
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Proposition 1.26

Verkettungen messbarer Abbildungen sind messbar: Seien (§2;, cA;)
Messrdume fiir i = 1,2,3, dann ist go f : Qy — Q3 ist A;-As-messbar,
falls f : Q1 — Qo Ai-Ax-messbar ist und g : Qy — Q3 A-Az-messbar
ist.

Beweis: (g o f)71(As) = (g !(A3)) C A 0

CA,

Proposition 1.27
Seien f : Q1 — Qp und & C P(Qy), dann gilt:

a) fHo(&)) = o(f1(&)).
b) Ist Ay = 0(&) und Ay eine o-Algebra auf 4, so ist f genau dann
Ai-Ay-messbar, falls f~1(&,) C A;.

Beweis:
a) (&) Cf™ (0(82)) und f~1(a(&)) ist eine o-Algebra, somit gilt
o(f7H(&)) € FH(0(£2)).

: :
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Somit bleibt zu zeigen dass auch f~1(a(&)) C o(f~1(&2)) gilt.
Dazu definiere die ,,good sets"

Ao = {F C Q| fY(F) e a(f1(&))}.

Dann gilt & C Ag nach Definition von Ay, ferner ist Ag eine
o-Algebra. Folglich ist o(&) C Ay, also gilt

f~Ho(&)) C F1(Ag) C o(f~1(&2)) nach Definition von Ag.

b) Wenn f A;-Ay-messbar ist, gilt wegen & C (&) = A, stets
f~1(&) C F1(A,) C A;. Gilt umgekehrt f~1(&) C Ay, so ist
f_l(.AQ) = f_l(o-(£2)) :g(f_1(82)) Q O'(.Al) = ./41. O
a) N —~
CA;

Anwendung: Jede stetige Abbildung f : RP — R ist 3P-39-messbar.

Beweis: Bezeichnen OP und OF die Systeme der offenen Mengen im RP
bzw. RY, so gilt wegen der Stetigkeit von f: f~1(09) C OP C BP. Wegen
B9 = g(09) folgt die Behauptung aus Teil b) von Proposition 1.27. O

Wahrscheinlichkeitstheorie WS 2017/18
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Sei f: Q — Q1, wobei Q # 0 und (21, .41) Messraum.

Wie groB muss eine o-Algebra A auf Q sein, damit f A-A; messbar ist?
A muss zumindest f~1(A;) C A erfiillen, d.h. f71(A;) ist die kleinste
o-Algebra auf 2, so dass f messbar ist.

Analog: Sei (f;);e; Familie von Abbildungen f : Q — Q; mit Q # () und
(22;, A;) Messraum fiir alle i, dann ist die von (f;);c) erzeugte o-Algebra
o(fi,i€l)=0(U;, f(A)) die kleinste o-Algebra auf Q, so dass alle
f; A-Aj-messbar sind.

Produktraume

Sei (£2;)ics eine Familie nicht-leerer Mengen, dann heifBt
Q= X Qi ={(wi)ier | wi € Qi}
il
Produktraum der Q;. Fiir @ #£ S C | definiere die Projektionen
ms=ms: X Q= X Q, (wi)ier = (Wi)ies
icl ics

Speziell fir S = {j}: 77"{1.} =7 X% —Q,  (wi)ier = wj.
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Definition 1.28 (Produkt-o-Algebra)

Sei (2, A)ier Familie von Messrdumen. Die von den Projektionen
(mi)ici erzeugte o-Algebra A := @), A heiBt Produkt-o-Algebra.
(X ier 2, Qjc; Ai) heiBt das Produkt der Messraume ((2;, A;))ic;-

Lemma 1.29

Sei S eine nicht-leere Teilmenge von |, dann ist die Projektion
s . ><i€/ — X ics Q ®i€l A._®I‘€S Ai'messbar.

Beweis: Nach Definition ist @ Ai = o (Ucg(m7) (A7), ferner

s (U( > Urst?) 1 A4) = () HA) € Q) A
ieS i€S ieS i€l

Aus Proposition 1.27 b) folgt die Behauptung. |

Proposition 1.30
Sei (2, A) :== (X ;% Qc; Ai) und ferner A; = o(&;) fiir alle i € 1.
Dann ist A= o (U:c,; 7 1 (&)).
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Beweis:

a=e (st = (Ut

Prop To7 a)o <UU(7Ti1(5i))> =0 (U Wil(gi)> 7
o icl i€l
da 0(71']._1(51')) C o(Uie; ™7 H(&)) fiir alle j € 1. .

Definition 1.31
Sei ((Q4,.A;))ier eine Familie von Messrdumen und
Po(l) :={J C I'| J nicht-leer und endlich}.

S = UJePo(I){XieJAi X Xie,\JQ,- |Aie A;Vie J} heiBt die Menge
der messbaren Rechtecke.

2= UJGPO(I){AJ o ><iel\J Qi | A€ ®ieJ Ai} = UJEPO(I) 7TJil(AJ)
(mit Aj = @Q;c; Ai) heiBt die Menge der Zylindermengen.

; ;
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Proposition 1.32

Sei ((R24,A;))icr eine Familie von Messrdumen, dann ist

A= Qe Ai = 0(S) = a(2).

Beweis: Zeige S C Z C A C ¢(S), dann folgt

o(S) Co(Z) CAC o(S) und damit die Behauptung.
SCZ:SeiAeS, z.B.

A=A XX A X X Qi =1 (A XA mit J = {iy, i)
Dannist A, x ... x A, = (7)7Y(A,)N...N (W,Jn)*l(A,-n) e A,

n
Z C A: my ist A-Aj-messbar, also ist le(AJ) C A fiir alle J € Py(1).
A Co(S):Firalle i € I, Aj € Ajist 7 H(A7) = Ai x X ;€ 8, also
gilt fiir alle i € /, dass 7; *(A4;) C S, d.h. A =0 (U;, 7 ' (A)) C a(S).
O

Bermerkung: Die Menge Z der Zylindermengen ist eine Algebra.

;
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Proposition 1.33

Sei (2, A) = (X ¢, 2, Qjc; Ai) mit beliebigem I. Dann existiert zu
Jjeder Menge A € A eine hochstens abzihlbare Teilmenge T C | und ein
B € @;crAi, sodass A= B x X, 1 Qj, d.h. A hingt nur von
héchstens abzihlbar vielen Koordinaten ab.

Beweis: Sei A* := {A € A | es existieren B, T wie im Satz}. Wegen

Z C A* geniigt es nach Proposition 1.32 zu zeigen, dass A* o-Algebra.

L Q=X A

2. Sei A= Bx X,;cp7 Qi € A", dann ist A= B x X 1 Q € A" filr
ein geeignetes B.

3. Sei (An)n>1 Folge in A*, etwa A, = B, x Xient, Q; mit hochstens

abzdhlbarem T, und B, € @1, Ai. Sei T :=J,>; T» und
B,l, =B, x XiGT\Tn Q; e ®i€7—.A,'.

Dann ist T hdchstens abzdhlbar, und es gilt A, = By, x X, 7,
also Un21 A, = (Un21 B,’,) Xient i € A*. a

: :
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Bemerkung 1.34: Es gilt B = @, B!, d.h. die Borel-o-Algebra B
auf R¥ entspricht gerade dem k-fachen Produkt ®f-(:1 B! der
Borelo-Algebra B! auf R.

Beweis: Fiir den Erzeuger £; von B aus Bemerkung 1.15 gilt & C S,
also ist BX = (&) C 0(S) = @', B,

Andererseits ist 7; : R = R stetig fir alle 1 </ < k, also
B¥-B'-messbar (vgl. Anwendung nach Prop. 1.27). Da ®f.‘:1 B! von den
m; erzeugt wird, also die kleinste o-Algebra ist, bzgl. der alle 7; messbar
sind, muss auch @, B! C B* gelten. O

Niitzliche Definitionen und Ergebnisse aus der Topologie
Definition 1.35 (Topologie)

Ein Mengensystem O C P(Q) heiBt Topologie, falls

1) 0,Q€0,

2) FirA,Be€ O istauch ANB € O,

3) Sei | eine beliebige (auch iiberabzihlbare) Indexmenge und
(Ai)icr € O fiir alle i € I, so ist auch | J;c; Ai € O
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Definition 1.35 (Forts.)

(Q2,0) heiBt topologischer Raum, Mengen A € O heiBen offen,
Mengen A C Q mit A° € O heiBen abgeschlossen.

Definition 1.36
Sei (2, O) topologischer Raum und A C Q, dann heit

A= U{O CA|Oe€0O} das Innere von A

und
A:=(Y{F2A|F° €O} der Abschluss von A.

Ein topologischer Raum (2, O) heiBt separabel, falls er eine abzihlbare,
dichte Teilmenge besitzt, d.h. wenn eine abzihlbare Teilmenge Q' C Q
existiert mit Q' = Q.

: :
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Definition 1.37 (Basis einer Topologie)

Sei (2, O) topologischer Raum und B C O, dann heiBt B eine Basis von
O, falls
VAecOVwe A dBeB:weBCA

Das ist genau dann der Fall, wenn
O={ACQVweA IBeB:weBCA} (%)
oder dquivalent
0= {U B | Bie B fiirallei e l,l beliebig} . ()
icl

Durch (%) oder (xx) wird eine Topologie O(B) auf Q definiert, die von B
erzeugte Topologie.

: :
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Definition 1.38 (Metrik)
Eine Funktion 2 x Q — R, heiBt Metrik, falls gilt:

1) r(w,w’) #0 fiir w # W',

2) r(w,w') = r(w,w) fiir alle w,w’ € Q,

3) r(w,w") < r(w,w') + r(w,w") fir alle w,w',wW" € Q.
Das Paar (R, r) heit metrischer Raum.

Fiir w € Q und € > 0 bezeichne B.(w) = {w' € Q| r(w,w’) < €} den
offenen Ball (oder auch offene Kugel) um w mit Radius e.

Eine Metrik r auf Q heiit vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge (bzgl.
der Metrik) konvergiert, d.h. ist wy,wy, ... € Q eine Folge mit

Ve>03INeNVmn>N : r(wmwn) <,

dann existiert ein w € Q mit r(w,, w) — 0 fiir n — co.

: :
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Definition 1.39
Sei (Q, r) ein metrischer Raum und B := {B.(w) | € > 0, w € Q}, dann
heift O(B) die von r erzeugte Topologie.

Der Raum (w, O) heiBt (vollstandig) metrisierbar, wenn es eine
(vollstindige) Metrik r auf Q gibt, die O = O(B) erzeugt.

Der Raum (Q, O) heiBt polnisch, falls er separabel und vollstindig

metrisierbar ist.

Lemma 1.40
Sei (Q, r) ein metrischer Raum und O die von r erzeugte Topologie, dann
sind fiir F C Q 4quivalent:

a) F ist abgeschlossen.

b) Fiir alle Folgen wy,wy, ... € F und w € Q mit w, — w fiir n — oo gilt
weF.

Insbesondere besteht fiir jedes A C Q der Abschluss A genau aus den
Haufungspunkten von A.

: :
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Beweis: Eine Folge (w;)i>1 konvergiert gegen ein w € Q genau dann,
wenn es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass w; € B.(w) fiir alle

i > N, oder anders ausgedriickt, wenn fiir jedes € > 0 fast alle
Folgenglieder in B.(w) liegen.

a) = b): Sei F abgeschlossen und wy,ws,... € F eine in F liegende
Folge, die gegen ein w € F€ konvergiert. Da F€ offen ist, gibt es ein
hinreichend kleines ¢; > 0, so dass B, (w) C F€. Da aber die Folge
(wj)i>1 nach Voraussetzung gegen w konvergiert, miissen fast alle
Folgenglieder in B,,(w) C F€ liegen, was der Voraussetzung w; € F fiir
alle i widerspricht. Also muss w € F gelten.

b) = a): Wire F nicht abgeschlossen und damit F€ nicht offen, muss es
ein w € F¢ geben, so dass fiir alle € > 0 gilt, dass B.(w) € F€, also ist
fiir alle € > 0 der Schnitt B.(w) N F nicht leer. Daher gibt es fiir eine
absteigende Folge €1 > ¢ > ... mit ¢, | 0 eine Folge (w;)i>1, so dass

wp € Be,(w) N F. Nach Konstruktion liegt die Folge (w;)i>1 in F und
konvergiert gegen w € F€, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass F die
Grenzwerte aller Folgen enthilt, die in F liegen. U
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Bemerkung 1.41: Ist (2, O) ein polnischer Raum, so erhilt man mit
praktisch demselben Beweis wie in Lemma 1.40 fiir A C Q die Aquivalenz

A abgeschlossen <= A ist vollstandig
Lemma 1.42

Sei (Q,r) ein separabler metrischer Raum, O die von r erzeugte
Topologie, Q' eine abzdhlbare Teilmenge von Q mit Q' = Q, und

B:={B(w)|ecQy,weQ}
Dann ist B abzihlbar und O(B) = O.

Beweis: Klar ist, dass B abzihlbar ist (Vereinigungen abzahlbar vieler

abzihlbarer Mengen sind wiederum abzshlbar) und O(5) C O. sei B wie
in Definition 1.39, dann gilt fiir B.(w) € B, dass

Bw= |J B
B3>BCB.(w)

(da die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen), also ist

B C O(B) und damit O = O(B) C O(B). O
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Definition 1.43 ((Pra-)Kompaktheit und Folgenkompaktheit)
Sei (2, O) topologischer Raum und K C Q.

a) Die Menge K heit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. sind O; € O fiir alle i € |
mit beliebigem | und K C |J,., O;, so existiert eine endliche

iel
Teilmenge J C | mit K C |J;, O;

b) Eine Menge K heiBt relativ kompakt, falls K kompakt ist.
c) Eine Menge K heiBt (relativ) folgenkompakt, falls es fiir jede ganz
in K liegende Folge eine in K (K) konvergente Teilfolge gibt, d.h. fiir

Jjede Folge wi,wy, ... € K existiert eine Teilfolge wp,,wn, € K und ein
w € K (bzw. € K) mit w,, — w fiir k — cc.

d) Sei r eine Metrik, die die Topologie O erzeugt, dann heiBt eine Menge
K prakompakt oder auch totalbeschrankt, wenn fiir alle ¢ > 0 eine
endliche Anzahl von Punkten wy, ... ,w, € K existiert, so dass gilt

K C | Be(wi).

Wahrscheinlichkeitstheorie WS 2017/18 34



MaB- und Integrationstheorie

Bemerkung 1.44: Aquivalent zu obiger Kompaktheitsdefinition ist:
Eine Menge K ist kompakt, wenn fiir jede Folge (F;);c; abgeschlossener
Mengen mit F; C K fiir alle i € I gilt, dass aus mjeJ F; # 0 fir jede
endliche Teilmenge J C / folgt, dass auch (., Fi # 0.

Existierte ndmlich eine Folge abgeschlossener Teilmengen (F;);c; von K,

deren endliche Schnitte K := ﬂjej F; C K nicht leer sind, jedoch
Nics Fi = 0, so folgte durch den Ubergang zu den Komplementen, dass

Uie, Ff =€ D K eine offene Uberdeckung von von K ist, die keine
endliche Teiliiberdeckung von K besitzt, da fiir jede endliche Teilmenge
J C I gilt, dass |, Ff die nicht-leere Teilmenge K, C K nicht
tiberdeckt. Die Umkehrung zeigt man analog.

Satz 1.45
Sei (2, O) ein polnischer Raum und K C €. Dann sind dquivalent:

a) K ist folgenkompakt,
b) K ist prakompakt und vollstindig,
c) K ist kompakt.
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Beweis:

a) = b): Sei (wn)n>1 C K eine Cauchy-Folge. Da K n.V. folgenkompakt
ist, muss die Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge besitzen, deren
Grenzwert w in K liegt. Dieses w ist dann ein Haufungspunkt der
Cauchy-Folge (wn)n>1. Aus der Definition einer Cauchy-Folge folgt aber
unmittelbar, dass eine solche Folge nur einen Haufungspunkt haben und
keine divergenten Teilfolgen haben kann (ansonsten kdnnten nicht alle
Glieder der Cauchy-Folge nicht ab einem gewissen Index ng beliebig nahe
beieinander liegen). Also muss bereits die ganze Cauchy-Folge (wp)n>1
gegen w € K konvergieren. Somit ist K vollstandig.

Nehmen wir nun an, K sei nicht prakompakt, dann miisste ein ¢y > 0
existieren, fiir dass es keine endliche Anzahl von Punkten (w;)i<i<, C K
gibe, so dass K C |J;_; Be,(w;i). Wir zeigen, dass wir unter dieser
Annahme eine Folge (&;)i>1 C K finden kdnnten, die keine konvergente
Teilfolge besitzt, was der Folgenkompaktheit von K widersprache; daher
muss die Annahme falsch und K doch prakompakt sein.

Die gewiinschte Folge definieren wir induktiv: Wir wahlen eine beliebiges
w1 € K und nehmen an, die ersten Folgenglieder (1, ...,o, seien bereits
so definiert, dass r(@;,@;) > € fiir alle i,j € {1,2,...,n}, i # j.
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Dann muss ein @,41 € K existieren, fiir das r(®;, 0n41) > € fiir alle

i€{1,2,...,n}, denn ansonsten hitten alle Elemente von K zu
mindestens einem der &, ...,&, einen Abstand < ¢y und wiirden daher
in (mindestens) einer der offenen Kugeln B, (®;) fiirein i € {1,...,n}

liegen. Das wiirde aber bedeuten dass sich K von den endlich vielen
Kugeln (B, (wi))1<i<n tiberdecken lieBe, was unserer Annahme
widersprache. Somit kann man die Folge der @; in dieser Weise beliebig
weit fortsetzen. Damit erhielte man aber eine Folge, bei der der Abstand
zwischen zwei beliebigen ihrer Elemente stets > ¢g ware, so dass diese
Folge keinen Haufungspunkt und damit auch keine konvergente Teilfolge
haben kénnte. Das steht jedoch, wie zuvor bemerkt, im Widerspruch zur
Folgenkompaktheit von K.

b) = c¢): Sei K prakompakt und vollstindig. Nehmen wir an, K sei nicht
kompakt, dann gibe es eine offene Uberdeckung (0i)ier von K, die keine
endliche Teiliiberdeckung besaBe.

Wegen der Prakompaktheit von K existieren endlich viele offene Kugeln
mit Radius 1, die K iiberdecken. LieBe sich jede dieser Kugeln mit endlich
vielen der O; iiberdecken, wiirde sich auch K selbst mit nur endlich vielen
O; liberdecken lassen, im Widerspruch zur Annahme.
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Es muss also eine Kugel By := Bj(w;) existieren, so dass sich K N B;
nicht von endlich vielen O; iiberdecken ldsst. Wir gehen erneut induktiv
vor: Sei B,_1 := By—(o-1)(wn—1) bereits so gewahlt, dass K N B,_1 nicht
von endlich vielen O; liberdeckt werden kann. Erneut wegen der
Prakompaktheit von K existieren endlich viele Kugeln Cy, ..., C, mit
Radius 277, die K iiberdecken. Unter den Kugeln, fiir die

(KN B,y—1) N C; # 0 gilt, muss wiederum mindestens eine geben, fiir die
sich K N C; nicht von endlich vielen O; iiberdecken lisst. Sei w, der
Mittelpunkt von diesem C;, setzen wir B, := By—s(w,). Wegen

B, N B,_1 # () kann der Abstand r(wp, w,—1) der Mittelpunkte w,,, wy—_1
von B, bzw. B,_1 hochstens

r(w,,,o.),,,l) < o—(n-1) 12T <. o—(n=1) _ o=n+2

sein. Wahlen wir nun zu jedem B, ein &, € KN B,, gilt wegen der
Dreiecksungleichung

r(@n—lywn) S r(@n—lywn—l) + r(wn—la wn) + r(wna C‘_}n) S n—2 .
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Dann folgt fiir n,m € N mit n < m, dass

I’((I},,,L:Jm) < r(a}mwnJrl) + r(@n+1;@n+2) +...+ r(@mflﬂz}m)
m—n+1

S 224—2n2’

somit ist die Folge (@,)n>1 eine Cauchy-Folge, die wegen der
Vollstdndigkeit von K gegen ein @ € K konvergiert. Da die O; eine
Uberdeckung von K bilden, existiert ein iy € I mit @ € O;,. Da O;, offen
ist, gibt es ein e > 0 mit B.(®) C O sowie ein n € N mit

r(o,w,) < 2n 5z < 5 und somit auch 5 < 7

Fiir jedes w € K N B, gilt daher

1 1
r(w, @) < r(w,wn)+ r(wn, @n) =+ r(©0n, o) < 2n+2n—|—§ Z+4+§

Das bedeutet aber, dass alle w € KN B, in B(®) und somit auch in O;,
liegen. Also besitzt K N B, doch eine endliche Teiliiberdeckung, ndmlich
O;,, was im Widerspruch zur Definition der B, steht. Also muss unsere
urspriinglich Annahme falsch sein und K sich doch durch endlich viele O;
liberdecken lassen, also kompakt sein.
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c) = a): Sei (wn)p>1 C K eine Folge und F, := {wy, wp+1,. ..} der
Abschluss der Menge {wp,wn1,...}. Wenn die Folge (ws)n>1 keinen
Hiufungspunkt in K hitte, miisste ()2, F, = 0 gelten und damit auch
KN (N2, Fs) = 0. Dann wiirde gelten

K C (n\ N a) - (ﬁ Fn> ~Ur-U@\F)
n=1 n=1 n=1 n=1

wobei Q\ F, offen ist fiir alle n € N. Da K n.V. kompakt ist, wird K
auch von endlich vielen dieser Mengen iiberdeckt, d.h.

KC(Q\Fp)U...U(Q\Fy)=Q\()Fn-

Da die Mengen F, absteigend sind, gilt fiir n > max;<j<x n;, dass

F, ﬂﬁ;l F,; und somit auch K C Q\ F,, woraus K N F,, = 0 folgt. Das ist
aber ein Widerspruch zur Definition von F, = {w,,wp+1, ...}, da die
Folge (wp)n>1 in K liegt. Somit muss die Folge doch einen
H&iufungspunkt und damit eine konvergente Teilfolge in K besitzen und
K damit folgenkompakt sein. O
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Nach Definition 1.43 b) ist eine Menge K C Q relativ kompakt, wenn ihr
Abschluss K kompakt ist. Analog bedeutet relative Folgenkompaktheit,
dass jede Folge (wn)s>1 C K eine in K konvergente Teilfolge besitzt. Da
zudem nach Bemerkung 1.41 in polnischen Raumen Vollstandigkeit
aquivalent zur Abgeschlossenheit ist, erhdlt man aus dem vorherigen
leicht den dquivalenten

Satz 1.45'
Sei (Q,0) ein polnischer Raum und K C Q. Dann sind dquivalent:

a) K ist relativ folgenkompakt,

b) K ist prdkompakt,

c) K ist relativ kompakt.

Da man die relative (Folgen)KompaktheiLeiner Menge K C Q durch den
Nachweis der (Folgen)Kompaktheit von K zeigt, lasst sich der Beweis

von Satz 1.45 nahezu wértlich auf den vorliegenden Fall iibertragen, man
muss lediglich an einigen Stellen K durch K ersetzen.
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Korollar 1.46
In einem polnischen Raum (2, O) sind abgeschlossene Teilmengen
kompakter Mengen selbst wieder kompakt.

Beweis: Sei A C K C Q und K kompakt, so ist K nach Satz 1.45 b)
prakompakt und damit auch A, da sich diese Eigenschaft offensichtlich
auf Teilmengen ubertragt. Da A abgeschlossen ist, ist A nach Bemer-
kung 1.41 auch vollstindig, also nach Satz 1.45 b) selbst kompakt.
Bemerkung: Korollar 1.46 gilt allgemeiner auch unter den
Voraussetzungen von Lemma 1.47.

Lemma 1.47
Sei (2, r) ein metrischer Raum und O die von r erzeugte Topologie. Ist
K C Q kompakt, so ist K auch abgeschlossen.

Beweis: Sei w € K¢. Fiir alle w’ € Kwihle 5w/ und €, so dass

Bs, (w)N B, (w') =0. Wegen K C |, cx Be, (w') und der
Kompaktheit von K gibt es eine endliche Tellmenge J C K mit

K CUyeyBe, (w'). Seinun 6 := min, ey d,r >0, soist

Bs(w)N K C B,;( ) VUyrey Be, (@) = 0 und damit Bs(w) € K€. Da
w € K€ beliebig war, existiert somit fiir alle w € K€ eine offene
Umgebung in K¢, also ist K¢ offen und damit K abgeschlossen.
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1.3 Inhalte, PramaBe und MaBe
Definition 1.48 (Inhalt und PramaB)
Sei R ein Ring in Q und p1: R — Ry
a) p heiBt Inhalt auf R, falls gilt:

11) w(@) =0.
12) w ist endlich additive, d.h. fiir eine endliche Folge (Ai)1<i<n
paarweise disjunkter Mengen in R gilt

(Ui Ar) = X0 ilA).
b) u heiBt PramaB auf R, wenn gilt

PM1) wu(@)=0.
PM2) w ist o-additiv, d.h. fiir eine Folge (A;)i>1 paarweise disjunkter
Mengen mit |J;~, Ai € R gilt

w (Uiﬁl Ai) = 2721 1(A)).

: :
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Bemerkung 1.49:
a) Jedes PramaB ist ein Inhalt.

b) Sei @ =N, R = {A C N | A endlich oder A° endlich}. Dann ist R
eine Algebra. Definiere ;1 : R — {0,1} durch

0, A endlich
A= " AER.
HA) {1, A€ endlich, ” ©

Dann ist p ein Inhalt, aber kein PramaB auf R, denn sonst ware
1=p(N) = (U{k}) #Zu {k})=o0.

c) Lebesgue'scher Inhalt auf dem Ring F* der k-dimensionalen Figuren
(vgl. Beispiel 1.19): Definiere fiir | = (a, b] mit a = (a,..., ) und
b= (by,...,bx) den Elementarinhalt

k
= H(bi - a;)
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Dann ist fiir F € F* mit F = J;_, I;, I; = (&', b'] disjunkt, die
GroBe A(F) = A(U7_; ) = >-11 A(/;) wohldefiniert und X ein
Inhalt auf F¥, der Lebesgue’sche Inhalt auf Fk.

Proposition 1.50

Sei p Inhalt auf einem Ring R, dann gilt:

a) W(AUB) + (AN B) = u(A) + w(B) fiir alle A, B € R.

b) Monotonie. Fiir A,B € R mit A C B gilt u(A) < u(B).
Falls u(A) < oo, so folgt (B \ A) = u(B) — u(A).

c) Subadditivitat. u (], A)) < 37 u(A)).

d) o-Subadditivitat. /st (A;);>1 eine Folge paarweise disjunkter Mengen
mit A; € R fiir alle i und |J;2, Ai € R, so gilt
S u(A) < M(U,’o; Ai)-

Zum Beweis siehe Riischendorf, S. 12, oder Elstrodt, S. 32.

: :
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Definition 1.51 (liminf und lim sup von Mengen)
Sei (Ap)n>1 C P(Q) eine Folge von Mengen, dann ist

o0 o0
limsup A, = ﬂ U A = {w € Q| 3 unendlich viele m mit w € An}
n—oo n=1m=n
und
liminf A, := U ﬂ An={weQ|3n €N, sodassw € A, Vm > ng}.
n—o0
n=1m=n

Bemerkung 1.52: Es gilt stets liminf,_,o. An, C limsup,_, ., An.

Ist liminf,_o0 As = limsup,_, o A, =: A, dann heiBt die Folge (Ap)n>1
konvergent mit lim,_ ., A, := A.

Fir (Ap)n>1 T, d.h. Ay C Appy fiir alle nist im0 Ay = U2 An.
Analog gilt fiir (Ap)n>1 4, dass lim,_o0 Ay = (02, A

: :
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Satz 1.53
Sei p Inhalt auf einem Ring R. Fiir die Eigenschaften

a) w ist ein PrimaB auf R.

b) Stetigkeit von unten. Sei (A,),>1 Folge in R, A, TAER
= p(An) T u(A).

c) Stetigkeit von oben. Sei (A,),>1 Folgein R, A, L A€ R
= (A L u(A).

d) Stetigkeit in 0. Sei (A,)n>1 Folge in R, A, | 0, n(An) < oo fiir alle
n= p(An) 0.

gelten die Implikationen a) <= b) = ¢) < d).
Ist w endlich, sind a) bis d) dquivalent.

Fiir WahrscheinlichkeitsmaBe wurden wesentliche Teile des Satzes bereits
in der Stochastik-Vorlesung bewiesen, die auf den allgemeinen Fall
tibertragbar sind. Einen allgemeinen Beweis findet man z.B. in den
Biichern von Riischendorf (S. 13f) oder Elstrodt (S. 32f).
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Definition 1.54 (Kompaktes Mengensystem und kompakte
Approximierbarkeit)

a) K CP(Q) heiBt kompaktes Mengensystem, wenn fiir eine Folge
(Ki)i>1 in KK mit (]_, K; # 0 fiir alle n € N folgt, dass auch
Nz Ki # 0.

b) Sei p ein Inhalt auf einem Ring in Q.

1t heiBt kompakt approximierbar, wenn ein kompaktes
Mengensystem K existiert, so dass

VAER :Ve>0:3K e K und BeR mit BC K C A und u(A\B) < e.

Bemerkung: In einem topologischen Raum (€2, O) ist das System der
kompakten Teilmengen K C Q ein kompaktes Mengensystem.

Satz 1.55
Sei R ein Ring in Q und 1 ein endlicher Inhalt auf R. Ist n kompakt
approximierbar, dann ist j1 ein PramaB auf R.

: :
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Beweis: Nach Satz 1.53 d) geniigt es zu zeigen, dass p stetig in  ist.
Dazu ist dquivalent: Ist (A,)n>1 Folge in R, A, | und
limp—o0 ft(As) =: @ > 0, dann folgt lim,_oc Ay = (oo, An # 0.

Sei K kompaktes approximierendes Mengensystem wie in Definition 1.54,
dann existieren K, € K, B, € R mit B, C K, C A, und
(An \ Bn) < 5px. Wegen B, = A, \ (A, \ B,) folgt

m

N Br= A\ (A \Br) 2 ) (AH\U(A,-\B,-)> = A\ (U(A,-\B,-)>
n=1 n=1 n=1 n=1 =1

Daraus folgt

(o () oG o

(l,uA\B)

fir alle m € N. Daher gilt fiir alle m € N, dass (\_; K, 2 (1, B, # 0.
Da K ein kompaktes Mengensystem ist, folgt (-, K, # 0 und daher
auch 72, A, # 0. O
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Beispiel 1.56: Sei \ der Lebesgue’sche Inhalt auf dem Ring F* der

k-dimensionalen Figuren, dann ist A(F) < oo fiir alle F € F*.

Sei T = {(a, b] C R¥ | a, b € R*} das System der halboffenen Intervalle

auf R¥, dann hat jedes F € F* eine Darstellung der Form F = Uiy i

mit disjunkten /; € Z.

Seien J; C K; C I; mit J; € I¥, K; € K (kompakte Mengen im R¥) mit
A\ Ji) < €. Dannist J:=JI_, Jj € F¥, K::ULIK,-GIC, und es

gllt)\(F\J) S A\ ) <e

(Fiir I = (a, b] C Rk mlta—(al,.. ax), b—(bl,...7b)wéhle

J=(ac, b, ac = (al—i—‘[.. ak+\[)b—(b1 ...,bk—g),

dann ist A*(/\ J) = % < e fiir K wihle z.B. K = [ag,b ] )

Folglich ist A kompakt approximierbar auf F* durch das System der

kompakten Mengen K in R¥. Nach dem vorhergehenden Satz ist \ also

ein PramaB, das Lebesgue’sche PramaB auf F*.

Definition 1.57 (MaB und Wahrscheinlichkeitsraum)

Jedes auf einer o-Algebra A von Q) definierte PramaB . hei3t ein MaB
auf A. Das Tripel (Q, A, 1) wird MaBraum genannt.
Gilt u(2) =1 (d.h. p ist normiert), so wird 1 ein Wahrscheinlichkeits-

maB genannt. (Q, A, 1) heiBt dann Wahrscheinlichkeitsraum.
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Sei 1 : R — R, ein PrimaB auf einem Ring R. Das zentrale Resultat der

MaBtheorie besagt, dass sich p zu einem MaB i auf der von R erzeugten
o-Algebra o(R) fortsetzen lasst. Dazu konstruiert man zunichst ein sog.
»auBeres MaB" p* auf P(2) und zeigt dann, dass die Einschrinkung [
von p* auf das System A* = A7, der p1*-messbaren Mengen eine
MaBfortsetzung von p auf A* O A = o(R) ist. Dazu bendtigt man

Definition 1.58 (AuBeres MaB)
a) p*: P(Q) — R, heiBt duBeres MaB auf Q, wenn

1) 15 (0) =0,
2) Fur A1,A2 € P(Q) Al CA — M (Al) < ,U,*(AQ),
3) Sei (An)n>1 Folge in P(Q) = p* (Up2; An) < 32020 1w (An).

b) A€ P(Q) heiBt u*-messbar, wenn fiir alle B € P(Q) gilt
p*(B) = p*(BNA)+ p* (BN A).

Bemerkung: Fiir ©*-messbare Mengen A gilt sogar
w*(B) = pu*(BNA)+ p*(BNA), d.h. p* ist additiv auf Schnitten mit
©*-messbaren Mengen.

Wahrscheinlichkeitstheorie WS 2017/18

51



MaB- und Integrationstheorie
: :

FirCCc ACP(Q), p: A— R, bezeichnen wir mit

ple 1€ =Ry, ple(A) = pu(A) fir AcC
die Restriktion von pu auf C.
Der Grundstein fiir den spateren MaBerweiterungssatz liegt in
Satz 1.59

Sei p* ein duBeres MaB auf Q und A* := {A € P(Q) | A ist p*-messbar},
dann gilt: A* ist eine o-Algebra, und p*| 4+ ist ein MaB auf A*.

Zum Beweis siehe Riischendorf, S. 18, oder Elstrodt, S. 52f.
Satz 1.60 (MaBfortsetzungssatz von Carathéodory)

Sei i : R — R, ein PramaB auf einem Ring R.
Sei fiir A € P(2)

o0
U(A) == {(An)n21 Folge in R mit A C U A,,}

n=1

das System der Uberdeckungen von A und

; ;
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sonst.

J(A) = {inf{Ziil 1(An) | (An)ns1 € U(A)},  falls U(A) # 0,

)

Dann ist ji*|,(ry ein MaB mit ji*|r = p, d.h. i = p*|5(R) ist eine
MaBfortsetzung von p auf A = o(R).

Zum Beweis siehe Riischendorf, S. 19f, oder Elstrodt, S. 53f.

Bemerkung: 1.61: Da A* eine o-Algebra mit R C A*, gilt

A =0(R) C A*. Frage: Um wieviel gréBer ist A* im Vergleich zu A?
Fiir o-endliches p (s. Definition 1.62) gilt:

A* = A, ist die p-Vervollstandigung von A, d.h. mit

N, :={BCQ|3A€e Amit u(A)=0und B C A},

dem System der Teilmengen von p-Nullmengen, gilt (s. Sitze 1.70 und

1.71)
A, =0(AUN,) = AVN,.

:
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Die Konstruktion im MaBfortsetzungssatz liefert eine mégliche
Fortsetzung eines PramaBes zu einem MaB, jedoch macht der Satz keine
Aussage dariiber, ob diese Fortsetzung eindeutig ist oder es noch weitere
Méglichkeiten der Fortsetzung gibt. Zur Klarung der Eindeutigkeitsfrage
bendtigt man

Definition 1.62 (o-endliches MaB)

Sei £ CP(Q) und pu: € — Ry, dann heiBt . o-endlich (auf £) genau
dann, wenn eine aufsteigende Folge (E,)p>1 C € mit E, T Q existiert, so
dass p(Ep) < oo fiir alle n € N.

Bemerkung 1.63: Ist . ein Inhalt auf einem Ring R, so ist u o-endlich

genau dann, wenn es eine paarweise disjunkte Folge (B,),>1 C R gibt, so
dass (.2, B, = Q und u(B,) < oo fiir alle n € N.

Die Eigenschaft folgt sofort aus Definition 1.62, wenn man

B, = E, \ E,_1 setzt; umgekehrt kann man eine passende Folge (E,)n>1
durch E, :=|J;_, B; erhalten.
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: :

Satz 1.64 (Eindeutigkeitssatz fiir MaBe)

Seien py, pp MaBe auf einem Messraum (2, A) sowie & ein N-stabiler
Erzeuger von A derart, dass

e, d.h. ,ul(A) = /.l,z(A) fiir alle A € &,

a) ple = p2
b) wile (und damit auch p|s) ist o-endlich auf £.
Dann gilt p1 = po.

Beweis: Sei E € & mit u1(E) = p2(E) < 0o, dann definiere das System
der ,,good sets"

De:={De Al m(END)=um(END)}.
De ist ein Dynkin-System, denn
1) Q€ Dg, denn 1 (ENQ) = pa(E) = p2(E) = p2( ENQ).
2) Fiir A,B € Dg mit A C B gilt
p(EN(B\ A)) = m((ENB)\ (ENA) = (N B) — m(E N A)
= p2(E N B) — p2(ENA) = jio(EN (B \ A)),
also B\ A € Dg.

; ;
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3) Analog zeigt man, dass fiir jede disjunkte Folge (D;)i>1 in Dg auch
UiZl D; € De gilt.

Da & n.V. N-stabil, gilt zudem £ C Dg und damit nach Satz 1.23
A=0(E)=D(E) C Dg, also A =Dg.

Sei (Ep)n>1 C € mit E, TQ und p1(E,) = pu2(E,) < oo fiir alle n, dann
gilt fiir alle A€ A

p(A) = lim pu(ANE,) = lim po(ANE,) = pa(A). O

Korollar 1.65 (Eindeutigkeit der MaBfortsetzung)

Ist 1 ein o-endliches PramaB auf dem Ring R, dann existiert genau eine
MaBfortsetzung von p auf A = o(R), d.h. ex existiert genau ein MaB fi
auf A mit ilg = p

Beweis: Nach Satz 1.60 ist p*| 4 eine MaBfortsetzung von p. Sei i eine
weitere, dann gilt ijr = u*|r = p ist o-endlich auf R, also folgt aus
Satz 1.64 ﬂ*lo(R) = ,L_L|o(R)- O
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: :

Folgerung und Definition 1.66: Es existiert genau ein MaB A auf B mit

A = (1) = f[(b,- —a) fir I = (ab] € &.

A heiBt Lebesgue-Borelsches MaB auf BX.

Proposition 1.67 (Eigenschaften von A)

a) Sei Be B acRK dannista+ B={a+x|xec B}ec Bk

b) A ist translationsinvariant, d.h. fiir alle a € R¥ und B € B ist
AMa+ B) =A(A).

c) A ist das einzige translationsinvariante MaB p auf BX mit
u((0.1]) = 1.

d) A ist invariant bzgl. orthogonaler Transformationen, d.h. sei B € B¥
und O eine orthogonale Transformation in R¥, so ist O(B) € BX und
A(O(B)) = A(B).

e) Sei H C R¥ eine Hyperebene (d.h. ein affiner Unterraum mit
dim H = k — 1), dann_ist H € BX und A\(H) = 0.
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Bemerkung: Nach dem MaBfortsetzungssatz von Carathéodory ist das
zum Lebesgue'schen PramaB auf F* gehorige duBere MaB \* ein MaB
auf der o-Algebra Ay« der A*-messbaren Mengen

Ay- = {A € PRF) | X*(B) > X*(BNA)+A*(BNA?) fiir alle B € P(R¥)}.

Die Elemente von Ay~ heiBen Lebesgue-messbare Mengen des R und
das MaB A*| 4,. heiBt Lebesgue-MaB auf RX. Das Lebesgue-Borel'sche
MaB ist dann die Einschrankung \*|g« des Lebesgue-MaBes auf die
Borelmengen des RX.

Das Lebesgue-MaB ist die Vervollstandigung des Lebesgue-Borel'schen
MaBes im Sinne von

Definition 1.68 (Vollstandiger MaBraum)

Ein MaBraum (Q, A, 1) heiBt vollstédndig, wenn jede Teilmenge einer
u-Nullmenge A € A auch zu A gehért (und damit selbst eine
u-Nullmenge ist).

Ist (2, A, u) vollstindig, nennt man auch u vollstandig.
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Bemerkung 1.69: Ist 1* : P(Q) — R ein duBeres MaB und A C Q eine
Menge, fiir die u*(A) = 0 oder p*(A°) = 0 gilt, so ist A p*-messbar, d.h.
Ac A
Ist u*(A) =0, so gilt wegen der Monotonie und Positivitat von p* fiir
jedes B C Q, dass p*(B N A) =0 und daher

1*(B 1 A) + (B 1 A) = * (B 1 A°) < 1i*(B).
Fiir 1*(A°) = 0 schlieBt man analog.
Falls A€ A« mit p*(A) =0, so folgt wegen der Monotonie von p* fiir
alle B C A, dass p*(B) = 0 und damit auch B € A,,-. Folglich ist
(2, A+, 11*) ein vollstandiger MaBraum.

Satz 1.70
Sei (Q, A, 1) ein MaBraum, N, das System aller Teilmengen von

p-Nullmengen und A := {AUN | A€ A, N € N,,} sowie
i ARy, (AU N) = u(A) fir Ac A, N € N,,.

Dann ist A eine o-Algebra, ji wohldefiniert und (Q, A, ji) ein
vollstandiger MaBraum.

Beweis: Ubungsblatt 1 und 2 sowie Bemerkung 1.69.
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Satz 1.71
Sei i : R — Ry ein o-endliches PramaB auf dem Ring R iber Q und p*
das duBere MaB zu pi. Dann ist p* |Au* die Vervollstindigung von u* \U(R)

Beweis: 1 |A . ist voIIstéindig nach Bemerkung 1.69, also gilt

Ny C .Am und daher a( ) € A,~. Somit ist nur noch zu zeigen, dass
Ay C J(R)

Sei B € A, und zundchst p*(B) < co. Dann gibt es nach Konstruktion
des duBeren MaBes (vgl. Satz 1.60) fiir jedes n € N eine Uberdeckung
(Ank)kZI C R mit Zzil ,U,(Ank) < ,U*(B) + % Dann ist

A= Uy Ak € 0(R), BC Aund p*(B) < p*(A) < p*(B) + %
fiir alle n € N und somit u*(A) = p*(B).

Anwendung auf A\ B anstelle von B ergibt, dass es ein C € o(R) gibt
mit A\ B C C und p*(C) = p*(A\ B) = p*(A) — u*(B) = 0. Dann gilt

= (A\ C)U(BNC) € o(R),
—— N——
€o(R) ENH*

denn B N C ist Teilmenge der *|;(r)-Nullmenge C.
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Sei nun B € A« beliebig. Da i o-endlich, existiert (E,),>1 C R mit
E, 1 Q und p(E,) < oo fiir alle n. Nach dem zuvor Bewiesenen gilt

— —

BN E, € o(R) fiir alle n und damit B € o(R). O

Bemerkung: Aus Korollar 1.65 un(LSatz 1.70 folgt dann direkt, dass
auch die Fortsetzung von p : R — R, zu einem MaB auf A+ eindeutig
bestimmt ist.

Bemerkung: Nach der Konstruktion im MaBfortsetzungssatz 1.60 lasst
sich das MaB einer messbaren Menge durch Approximation von auBen
durch abzahlbar viele Ringelemente anndhern. Eine entsprechende
Approximation von innen durch Ringelemente ist i.A. nicht moglich:
Betrachte R = FX, k = 1, und 1 = X das Lebesgue’sche PrimaB auf R.
Sei A=R\ Q die Menge der irrationalen Zahlen und R € F! ein
Ringelement mit R C A, so gilt R = (). Also gilt fiir das (analog dem
3uBeren) definierten innere MaB A, sowie das duBere MaB \*, dass
A«(A) =0, A*(A) = cc.
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Lasst man zur Approximation statt der Ringelemente allgemeiner Mengen
aus der o-Algebra zu, kann man auch von innen approximieren.

Definition 1.72 (Regularitdt von MaBen)

Sei (2, 0) ein polnischer Raum und B(QO) die von den offenen Mengen
erzeugte Borel-o-Algebra auf Q, dann heiBt ein MaB u : B(O) — R

a) ein Borel-MaB auf Q, falls u(K) < oo fiir jede kompakte Menge
K C Q gilt,

b) von innen reguldr, wenn fiir jede Borel-Menge B € B(O) gilt

u(B) = sup{u(K) | K € B, K kompakt},

c) von auBen reguldr, wenn fiir jede Borel-Menge B € B(O) gilt

w(B) = inf{u(0) | B C O, O offen},
d) reguldr, wenn p sowohl von innen als auch von auBen regulir ist.

: :
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Satz 1.73 (Ulam)

Jedes endliche Borel-MaB . auf einem polnischen Raum € ist regular.
Beweis: Betrachte das System D aller Mengen B € B(0), fiir die sowohl
u(B) = sup{u(K) | K C B, K kompakt} (i)
als auch
w(B) =inf{u(0) | B C O, O offen} (i)

gilt. Wir zeigen, dass D ein Dynkin-System ist, das das System F aller
abgeschlossenen Mengen in € enthdlt. Da F N-stabil ist, gilt

D(F) = o(F) = B(O) nach Satz 1.23. Wegen F C D C B(O) folgt
B(O) =D(F) C D C B(0), also ist D = B(0), d.h. innere und duBere
Regularitat gelten fiir alle Borelmengen, somit ist p regular.

1. Q € D: Hierfiir ist nur noch (i) nachzuweisen. Sei r die die Topologie
O erzeugende Metrik und (w,),>1 eine dichte Teilmenge von € sowie
Kj(w) := Bj(w) die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt w und Radius

I. Fiir jedes [ > 0 ist dann Q = |J~; Ki(w,), und da p als MaB von
unten stetig ist, folgt
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: :

k
p() = Jim p (L_Jl K/(wi)) :
Daher gibt es zu jedem € > 0 und n € N ein k, € N mit

kn
m (U Kl/,,(w,-)> > () — 27"

Jedes B, == Uf-il Ki/n(wi) ist abgeschlossen, also auch K := (2, By,

und es gilt
Q) (K) = j(Q\K) = p (U(Q \ Bn)> <> u@B) <Y 2=
Wegen

KCB,= Kl/n(wl) U Kl/n(w2) U...u Kl/n(wkn) Vn

ist K prakompakt und abgeschlossen und daher nach Bemerkung 1.41
auch vollstindig, also ist K nach Satz 1.45 b) kompakt. Damit gilt (i) fiir
Q.

: :
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2. Jede abgeschlossene Menge A liegt in D: Nach 1. gibt es zu jedem
€ > 0 eine kompakte Menge K mit u(Q) — pu(K) < e. Es gilt aber (vgl.
Proposition 1.50 a))

1(A) — (AN K) = p(AUK) — u(K) < () — u(K) <e.

Damit gilt (i) fir B = A, da A abgeschlossen und damit AN K nach
Korollar 1.46 kompakt ist.

Sei r(w, A) := inf{r(w,w’) | W' € A} der Abstand von w € Q zur Menge
Aund G, :={w € Q| r(w, A) < 1}, dann ist (G,)n>1 eine Folge offener
Mengen mit G, | A. Da p endlich ist, folgt 1(G,) | p(A), so dass fiir A
auch (ii) gilt, also ist jede abgeschlossene Menge A in D.

3. Mit B € D liegt auch B¢ € D: Fiir jede kompakte Menge K C B gilt
w(Ke) — u(B°) = u(B) — u(K). Erfiillt somit B Bedingung (i), erfiillt B¢
die Bedingung (ii). Ist G offene Obermenge von B, so ist G¢
abgeschlossene Teilmenge von B¢ mit pu(B¢) — u(G°) = pu(G) — u(B),
also erfiillt B€ (i), wenn man dort , kompakt" durch , abgeschlossen*
ersetzt. Nach Teil 2. folgt dann aber, dass B€ auch Teil (i) erfiillen muss.
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4. Ist (Dp)n>1 eine Folge disjunkter Mengen aus D, gilt auch
D :=J,2, D, € D: Wegen der o-Additivitit von p gilt
w(D) =30, (Dy). Zu jedem € > 0 existiert daher ein ng € N mit

(D) =" u(Dy) <
n=1

N ™

Zu jedem D; existiert eine kompakte Menge K; C D; mit
w(Di) — p(K;) < 5 fiiralle i =1,2,..., ng. Dann ist aber
K := Ky U...UK, eine kompakte Teilmenge von D; U...UD, C D mit

W(D1 U ..U Dy — u(K) < g (L](D,- \ m)) =3 DK <

woraus mit der obigen Gleichung folgt u(D) — u(K) < ¢, also gilt (i) fiir
D.

Analog gibt es zu jedem D, eine offene Obermenge O, mit
1(On) — 1(Dn) < 5.
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Dann ist aber O :=J;2, O, eine offene Obermenge von D mit

w(O) — (D) < (U(On \ Dn)) < ZM(On \ Dy) <e,

also gilt auch (ii) fir D. Damit gilt D = J;2; D, € D, also ist D ein
Dynkin-System, dass das System der abgeschlossenen Mengen F in Q
enthalt. 0

Da das Lebesgue- bzw. das Lebesgue-Borel'sche MaB auf (R, B¥) nicht
endlich ist, ist fiir diese Satz 1.73 nicht anwendbar. Die Regularitat des
Lebesgue(-Borel'schen) MaBes ergibt sich aber umgehend aus
Proposition 1.74

Sei (2, O) ein polnischer Raum und p ein MaB auf (Q, B(O)). Existiert
eine abzihlbare offene Uberdeckung (0i)i>1 C O von Q, d.h.

Q=2 0, fiir die gilt u(0;) < oo fiir alle i > 1, dann ist yu regular.
Beweis: Fiir G, :=J_; O0;, gilt G, T Q und p(G,) < D7, u(0;) < 0,
daher wird fiir A € B(O) durch p,(A) := (AN G,) ein endliches
Borel-MaB auf (2, B(O)) definiert, das nach Satz 1.73 von innen regulér
ist. Daher gilt fiir beliebiges A € B(O)
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1(A) = sup (AN Gp) = sup pip(A) =sup  sup  pun(K)
n>1 n>1 n>1 KCA komp.

= sup supun(K)= sup p(K),
KCA komp. n>1 KCA komp.

also ist 4 von innen reguldr. (u selbst ist auch ein Borel-MaB, da jedes
kompakte K C Q2 sich durch nur endlich viele der O; iiberdecken lassen
und somit p(K) < oo gelten muss.)
Da p, nach Satz 1.73 ebenso von auBen regulir ist, existiert zu jedem
€ > 0 eine offene Menge U, mit (AN G,) C U, C G, und
tn(Un \ (AN G,)) = 1(Un \ (AN Gy)) < 5. Dannist U = |J,2; U, offen,
AC Uund p(U\A) <302 (U \ (AN G,)) < 3021 5 = €, woraus
die duBere Regularitdt von p folgt. O

Bemerkung: Fiir das Lebesgue-Borel'sche MaB auf R* bilden z.B. die
offenen Kugeln B;(z) mit z € Z* eine abzihlbare Uberdeckung von R¥
mit den in Proposition 1.74 geforderten Eigenschaften, also ist das
Lebesgue-Borel'sche MaB regulér. (Dabei spielt es keine Rolle, bzgl.
welcher die Metrik induzierender Norm auf dem R” die offenen Kugeln
definiert sind, da auf dem R¥ alle Normen dquivalent sind und damit die
offenen Mengen bzgl. jeder Norm die gleichen sind.)
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Nach soviel allgemeiner Theorie wollen wir uns noch kurz den
(Wahrscheinlichkeits-)MaBen auf (R, B) genauer zuwenden.

Definition 1.75 (Verteilungsfunktion)
Eine Abbildung F : R — [0,1] heiBt Verteilungsfunktion auf R, falls
i) F ist monoton wachsend (d.h. F(x) < F(y) fiirx <y),
i) F ist rechtsseitig stetig,
iil) limy_s—oo F(x) = 0, limy_ae F(x) = 1.
MY (R, B) sei die Menge der WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R, B) und
V = V! die Menge der Verteilungsfunktionen auf R*
Satz 1.76 (Korrespondenzsatz)
1) Sei P € MY(R.B), dann ist Fp : R — [0,1], Fp(x) := P((—00,x])
eine Verteilungsfunktion, d.h. Fp € V.
2) Sei F €V, dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmal3
P € MY(R, B), so dass F = Fp.
3) Die Abbildung M*(R,B) — V, P — Fp, ist bijektiv.

:
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Beweis:

1) Wegen der Monotonieeigenschaft fiir MaBe folgt fiir x < y, dass
Fp(x) = P((—o0,x]) < P((—o0,y]) = Fp(y), also ist Fp monoton
wachsend.

Sei (xn)n>1 eine Folge reeller Zahlen mit x, | x, dann folgt aus dem
Stetigkeitssatz fiir (Pri)MaBe (Satz 1.53, Stetigkeit von oben), dass
Fp(xn) = P((—00,xn]) 4 P((—00, x]) = Fp(x), somit ist Fp auch
rechtsseitig stetig.

Mit Stetigkeit von unten folgt fiir eine Folge mit x, 1 oo, dass
Fp(xn) = P((—o0,x5]) T P(RY) = 1, und mit der Stetigkeit an der
leeren Menge folgt fiir x, | —oo, dass

Fp(xn) = P((—o00,xn]) 4 P(0) = 0.

2) Existenz: Definiere fiir | = (a, b], a < b, P((a, b]) := F(b) — F(a).
Sei A:="_,(aj, bi] € F! eine Vereinigung paarweise disjunkter
Intervalle (d.h. eine eindimensionale Figur), so definiere
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Dann zeigt man analog der Konstruktion des Lebesgue-Borel’schen
MaBes leicht, dass P auf F! ein wohldefinierter Inhalt ist, der
kompakt approximierbar, also sogar ein PramaB ist. Nach dem
MaBfortsetzungssatz 1.60 existiert daher eine Fortsetzung von P auf
o(F) = B, fiir die nach Definition von P gilt

P((—00,x]) = F(x) — F(—o0) = F(x), also ist F = Fp.
Eindeutigkeit: Da & = {(—o0, b] | b € R} nach Bemerkung 1.15
ein N-stabiler Erzeuger von B ist und (—oo, n] 1 R fiir n — oo mit
P((—o0, n]) <1 < oo, folgt die Eindeutigkeit aus dem
Eindeutigkeitssatz 1.64 (bzw. Korollar 1.65).

3) folgt direkt aus 1) und 2) O
Analog lassen sich auch die o-endlichen MaBe auf (R, B) charakterisieren:

Proposition 1.77

Eine Funktion . : B — R, ist genau dann ein o-endliches MaB auf
(R, B), wenn es eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion
G :R — R gibt mit

p((a, b]) = G(b) — G(a) (*)
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fiira,be R, a<b. Ist G : R — R eine weitere Funktion, die () erfiillt,
so gilt G(x) = G(x) + ¢ fiir ein c € R.

Beweis: =: Sei i o-endliches MaB auf (R, B), dann definiere G(0) := 0,
sowie G(x) := p((0,x]) fir x > 0 und G(x) := —u((x,0]) fur x <0,
dann folgt analog Satz 1.76 1), dass G monoton wachsend und
rechtsseitig stetig ist, sowie (z.B. fiir 0 < a < b)

w((a, b]) = p((0, b]) — u((0,a]) = G(b) — G(a) (die Fille a < b < 0 und
a < 0 < b folgen analog).

«: Wie im Beweis des Korrespondenzsatzes 1.76 zeigt man, dass durch
w((a, b]) := G(b) — G(a) ein PrimaB auf F* definiert wird, dass sich zu
einem eindeutigen MaB auf (R, B) fortsetzen |3sst (die o-Endlichkeit folgt
dabei aus der Endlichkeit von G, da G : R — R angenommen wurde).

Sei G : R — R eine weitere Funktion, fiir die 1((a, b]) = G(b) — G(a)
gilt fiir alle a < b € R. Dann gilt fiir alle a € R

G(b) = G(a) + u((a, b]) = G(b) + G(a) — G(a),
woraus die Behauptung mit ¢ = G(a) — G(a) folgt. O
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Mit Hilfe messbarer Abbildungen kdnnen MaBe von einem Raum auf
einen anderen iibertragen werden.
Proposition 1.78 (BildmaBe)

Sei (Qy, A1, 1) ein MaBraum und X : (21, A1) — (Q2, Az) eine messbare
Abbildung, so definiere

p Ay = Ry, X (A) = (X THAL)) VA, € Ay

Dann ist X ein MaB auf (2, As). X heiBt BildmaB von p unter X.

Beweis: Wegen X ~1(()) = 0 ist X (0) = u(0) = 0.
Sei (Ap)n>1 C Ay eine Folge paarweise disjunkter Mengen, so ist auch
(X7Y(An))n>1 C A; paarweise disjunkt, so dass

o G4) o (0] ()

: :
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Beispiel 1.79:

a)

Fiir a € R¥ bezeichne T, : R — R¥, x — x + a die Translation um a.
Dann folgt (A¥)T> = A¥. Dies ist dquivalent zur Aussage der
Translationsinvarianz des Lebesgue-Borel'schen MaBes (vgl.
Proposition 1.67 b)).

Fiir jede lineare Abbildung T € GL(R¥) gilt (\F)T = |det(T)|)\ oder
quivalent A(T(A)) = | det(T)| A¥(A) fiir alle A € B¥.

Sei 11 ein o-endliches MaB auf (R, B) mit zugehdriger Funktion G
nach Proposition 1.77, und h : R — R eine streng monoton
wachsende Funktion. Dann ist die nach Proposition 1.77 zum BildmalB
u" gehodrige Funktion G, gegeben durch G, = G o h™!, d.h.

Gh(x) = G(h71(x)).

(Die Messbarkeit von h folgt unmittelbar aus Proposition 1.27 b), da
die Urbilder von halboffenen Intervallen (a, b] wegen der Monotonie
von h wiederum Intervalle sind und damit in B liegen.)
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1.4 Integrationstheorie
Im Folgenden sei R = R U {—o00, 00} und

B:=B'={B, BU{x0},BU{—x},BU{—00,} | B e B}

die Borel'sche o-Algebra auf R.

Eine numerische Funktion ist eine Funktion f : Q — R. Ist (Q,.A) ein
Messraum, so h_eiEt f numerische, A-messbare Funktion, wenn
f:(2,4) = (R, B) messbar ist.

Fiir f,g: Q = Rsei {f <g}:={weQ]f(w)<g(w)} analog seien
{f > g}, {f # g} usw. definiert.

Proposition 1.80 (Eigenschaften messbarer Funktionen)

a) f:Q — R ist A-messhar < {f >a}c A VacR
— {f>a}e A VaeR
— {f<a}eAd VaeR
— {f<aleAd VaeR
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Proposition 1.80 (Forts.)

b) Seien f,g : Q — R A-messbar, dann sind {f < g}, {f < g},
{f =g}, {f # g} Elemente von A.

c) Seien f,g : Q — R A-messbar und o, 3 € R, dann ist auch
af + Bg A-messbar, sofern wohldefiniert. Insbesondere ist f + g
A-messbar, falls auf ganz Q definiert.

d) |f| sowie f - g ist A- messbar (zu Letzterem definiere
00 - x =sgn(x) - oo fiir x # 0 und 00 - 0 =0).

e) Sei (fy)n>1 eine Folge A-messbarer Funktionen, dann sind auch die
folgenden Funktionen A-messbar: sup,~q fy, infp>1 fy,
limsup,_, oo fa, liminf,_o0 fp, sup{f,. ., fm}, inf{f,..., fm} (sowie
lim,_ o fn, sofern die Folge punktweise konvergiert).

Beweisskizze:

a) {f > a} = f([a,0]). Zeige, dass € = {[a, <] | @ € R} ein
Erzeugendensystem von B ist, dann folgt die Aussage aus
Proposition 1.27 b).

: :
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Die anderen Aquivalenzen folgen dann wegen

{f>a} =Upi{f 2a+ 7} {f <o} ={f >a}f,
{f<a}=Upif<a-17})

{f <glUgeoff <atnfa<gle A {f<g}={g<f}
{f=gt=1{f<gin{g<fl {f#£gt=1{f =g}

Siehe (wie erginzend auch zum Ubrigen) Elstrodt, S. 105-107.
{supnzl fn<al= ﬂn21{f,, <a}eA infp>1fh=— supn21(—f,,).
limsup,_, f, = inf,>1 sup f, = inf,>1 g, ist A-messbar.
m>n
——
=gn
liminf, o fn = sup,>q in>f fm = sup,>1 hy ist A-messbar.
——
=:h,
Falls die Folge (f,)n>1 punktweise konvergiert, gilt
lim,— o f, = limsup,_, . .
sup{fi,...,fm} =sup{fi,..., fm, fm, fm, ...}, analog folgt die
Messbarkeit von inf{fi,..., f,} O
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Sei (Q, A, 1) ein MaBraum, dann heiBen
Z:={f:(Q,A) = (R, B)} messbhare, reelle Funktionen,
Z:={f :(Q,A) — (R, B)} messbare, numerische Funktionen,
E={feZ||f(Q)|< oo}

n
— {f = Za,-]lA,. ‘ (Ai)i<i<n C A messbare Zerlegung von Q}
i=1

die Menge der Elementarfunktionen. Beachte, dass A; = f~1({«;}) fiir
fe& und a; # a; fiir i # j.
Weiter seien Z, := {f € Z | f > 0} und analog Z und &, definiert.
Satz 1.81 (Darstellungssatz)
a) f€Z = I(f)a>1 CE mit |f] <|h|<...und

f(x) =limpoo0 f(x)Vx € Q.
b) f e§+ = El(fn)nZI C €+ mit f, 1 f.

c) f e Z, supg|f(x)] <oco = I(f)a>1 CE mit
limp_— 00 SUP,eq | fa(x) — F(x)| = 0.

; ;
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Beweis:

b) Sei Ap = {X € Q’ k2_nl < f(x) < 2%} fir 1 < k < n2", und

B, := {f > n}, dann bilden die (A, «) und B, eine Zerlegung von €.

Setze f,, 1= Zinzl %]IAM + nlg,, dann gilt f, T f und

f(x) = f(x)| < £ fiir x € BC.
2 n

a) und c) Zerlege f € Z in f = f* — f~ mit f* = sup(f,0) (Positivteil von
f)und f~ = (—f)" = sup(—f,0) (Negativteil von f). Anwendung
von Teil b) auf f™ und f~ ergibt die Behauptung von a). Die
gleichmiBige Konvergenz in c¢) folgt aus der Beschranktheit von f.

O

Definition des Integrals

Fiir messbare, numerische Funktionen auf einem MaBraum (9, A, ;1) wird
das Integral [ f dpu in drei Schritten definiert: Zunachst fiir
Elementarfunktionen, dann fiir nicht-negative numerische Funktionen und
zuletzt fiir allgemeine numerische Funktionen.
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Das Integral fiir nicht-negative Elementarfunktionen
Fiir f = >, ajla, € &, definiere das Integral durch

[ fan= iaiu(A,-)-

Dann lassen sich folgende Eigenschaften einfach verifizieren:

1.

JLadu = p(A).

2. [afdu=o[fdyfiralle f €&, o> 0.

3. [(f+g)du= [fdu+ [gdufiralle f,ge&,.

4.

5. Seien (f3)n>1,(8n)n>1 C €4 mit f, 1, gy T und sup,>q fo = sup,>1 &n,

Fiiralle f,g e & mit f < g gilt [fdu < [gdu.

dann ist sup,> f fodp = sup,> fgn dp.

Das Integral fiir nicht-negative numerische Funktionen
Sei f € Z, so existiert nach Satz 1.81 b) eine Folge (f,)n>1 C &+ mit
f, 1 f. Definiere

fdu:= sup/f,, du.

n>1
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Dann gilt

1. [ fdu ist wohldefiniert, d.h. unabhingig von der speziellen Wahl der
Folge (f3)n>1-

2. Die Abbildung f — [ f du setzt das auf den Elementarfunktionen
definierte Integral fort.

3. [afdu=afdufiralle f € Z,, a>0.
4. [(f+g)du= [fdu+ [gdpufiralle f,g € Z,.
5. Fiiralle f,g € Z, mit f < g gilt [fdu< [gdpu.

Das Integralfiir messbare, numerische Funktionen
Zerlege f € Zin f = f+ — f~. f heiBt u-integrierbar, falls
JfTdu <oound [~ du < oco. Fiir p-integrierbare f definiere

/fdu::/f+du—/f_du.

L(1) bezeichne die Menge der p-integrierbaren Funktionen.

: :
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Es gelten die folgenden Eigenschaften:

1. Fiir f,g € £LY(p) ist auch af + Bg € L(p) fiir alle o, 3 € R (sofern
af + Bg auf ganz Q definiert ist) und

J(af +Bg)dp=a [fdu+ B [gdufiralle f,g € L(u) .
2. Firalle f,g e LY(pu) mit f < g gilt [fdu < [gdpu.
3. Falls f,g € £*(u), gilt auch sup(f,g), [(f,g) € L (n).
4. | [fdu| < [|f|dp fir alle f € £Y(p).

Bemerkung 1.82: f € Z ist genau dann integrierbar, wenn

J1fldp < oc.

=: [|fldp= [(f*+f7)dp= [fTdu+ [f~ du < oo, denn beide
Summanden sind < oo, da f integrierbar.

<: Wegen f* < |f| gilt [f*du < [|f|du < oo nach 2.

f € Z wird quasi-integrierbar genannt, falls entweder [ f* dp < oo
oder [ f~ du < oo. Fiir ein quasi-integrierbares f € Z ist somit der Wert
des Integrals [ f dp immer noch wohldefiniert, kann jedoch auch die
Werte co oder —oo annehmen.
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Satz 1.83 (monotone Konvergenz, B. Levi)

Sei (f,)n>1 TC Z eine aufsteigende Folge nicht-negativer numerischer
Funktionen, dann gilt

/supf,,du:sup/f,,du.
n>1 n>1

Beweis: Siehe z.B. Elstrodt, S. 125.

Lemma 1.84 (Fatou)

Sei (f,)n>1 C Z eine Folge nicht-negativer, numerischer Funktionen,
dann gilt

n— o0 n—r

/Iiminff,,du < Iiminf/f,, du.
o0

Beweis: Siehe Elstrodt, S. 144/145.

: :
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Korollar 1.85

a) Sei (fy)n>1 C Z_ eine Folge nicht-negativer, numerischer Funktionen,

dann gilt
/ (Zf"> d,u:Z/f,,d,u.
n=1 i=1

b) Fiir jede Folge (An)n>1 C A gilt p(liminf,>1 Ap) < liminf,>1 p(An).
Ist 1(2) < oo, gilt auch p(limsup,>; An) > limsup,>; p(An).

Beweis:
a) Folgt mit gm=> "1, fa 1 > oo, f, direkt aus dem Satz von Levi.

b) Sei f, = 14,, dann ist liminf,_o0 fs = Liiminf und aus dem

Lemma von Fatou folgt
u(liminf A,) = /Iim inf £, dp < lim inf/ fodp = liminf u(A,).
n—o0 n—o0 n—oo n—o0

Ist () < o0, so gilt

n—oo Ant

; ;
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((IlmsupA (( n1 Umsn A )C)

u (Un>1 Nz n Arn ) p(liminf A7)
liminf (A7) = lim inf (1(Q) — 1(An))
p(S) — fim sup u(An) O

1(§2) — p(limsup A,)
n— o0

IN

Definition 1.86

Sei (2, A, i) ein MaBraum und f € Z . Dann wird durch

(fu)(A) == [, f du ein MaB auf (2, A) definiert. fp. heiBt das MaB mit
der Dichte f.

Falls f fdu =1, ist fu ein WahrscheinlichkeitsmaB, und f heiBt
Wahrscheinlichkeitsdichte.

Bemerkung: Nach Definition ist fx zundchst nur eine Abbildung von
A — R, Fiir die behauptete MaBeigenschaft ist noch die o-Additivitit
zu zeigen: Sei (Ap)n>1 eine paarweise disjunkte Folge in A, so ist

: :
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fu <G A,,) —/]lU,?flAnde—/(i]lAn) fdu
n=1 n=1

=Y [ Fau=Y" fu(an).
n=1 n=1

Fir einen MaBraum (£, A, (1) haben wir bereits friiher (vgl. Bemerkung
1.61 und Sitze 1.70 bzw. 1.71) die pu-Nullmengen definiert als
diejenigen A € A mit p(A) = 0. Daraus ergibt sich

Definition 1.87
Seien f, g : Q — R messbar, so sagt man f = g p-fast iiberall

(Schreibweise: f = g [u]), falls u({f # g}) = 0.

Allgemeiner sagt man: Eine Eigenschaft E gilt u-fast iiberall, falls eine
u-Nullmenge N existiert, so dass E fiir alle w € N€ gilt.

Ist i ein WahrscheinlichkeitsmaB, sagen wir, dass E p-fast sicher gilt.
Bemerkung: Man kann auch (evtl. nicht messbare) Teilmengen von
p-Nullmengen als Nullmengen bezeichnen. Dann muss die Menge

Be := {w € Q| w erfiillt Eigenschaft E} nicht zwingend messbar sein,
fiir ,E gilt [u]" geniigt dann, dass BE Teilmenge eine py-Nullmenge ist.
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Proposition 1.88

a) Ist f € Z, eine nicht-negative numerische Funktion, dann gilt:
[fdu=0 < f=0][u.

b) Fiir f € Z, und N € A mit p(N) =0 ist [, fdu =0 (,Integrale
iiber Nullmengen sind Null“).

c) Sind f,g € LY(pu) mit f < g [u] und [ fdu = [gdu, dann gilt
f=glul

d) Ist f € Z integrierbar, gilt |f| < oo [u], d.h. f ist p-fast iiberall
endlich.

e) Fiir f,g € LY(u) gilt: f < g [u] < [,fdu< [,gdn VA€ A
Beweis:

a) ,=": Aus der Ungleichung

1 1 1

folgt u({f > 1}) =0 fiir alle n € N.

; ;
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Da f nicht-negativ, folgt {f > 1} 1 {f # 0} und damit aus der
Stetigkeit von unten p({f # 0}) = limy_o0 p({f > 1}) =0, also ist
f=0[u
.<=":Sei f =0][y], dann ist N := {f # 0} eine pu-Nullmenge. Setze
f, := nlp und beachte, dass 0 < f < SUP,>1 f,. Dann folgt aus dem
Satz von Levi

0< /fd,ug /supf,,d,u:sup/f,,d,u:supn/.L(N) =0,

n>1 n>1 n>1

alsoist [ fdu=0.
b) [yfdu= [(fly)du=0nacha),dafly=0]u]

c) NV.gitg—f>0[p]und [fdu= [gdu, also [(g —f)du=0.
Damit folgt aus Teil a) g — f =0 [u], also f = g [u].

d) Sei M : {|f| = oo}, dann gilt ally < |f] fiir alle & > 0 und daher

au(M):/a]lMdﬂg/|f|d,u<oo,

also auch limy_,o0 @ (M) < 0, folglich muss (M) = 0 sein.
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Wahrscheinlichkeitstheorie WS 2017/18 88




MaB- und Integrationstheorie
: :

e) ,=": Wegen f < g [p] folgt (f — g)™ =0 [u], also gilt nach Teil a)
J(f—g)t du=0. Wegen 14(f — g) < (f — g)* gilt

/Afdu—/Agdu=/A(f—g)duS/(f—g)+du=0,

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

2" Setze A:={f — g >0} € A, dann ist

0< [(F-g) du=[(F-g)du <o,
A Vor.

also gilt nach Teil a) (f — g)* =0 [g] und damit f < g [u]. O

Bemerkung 1.89: Da f = g [u] dquivalent ist zu f < g [u] und

f > g[u], folgt aus Teil e) (mit A= Q), dass fiir f, g € L(u) mit
f=glp gt [fdu= [gdp.

Das bedeutet insbesondere, dass man eine integrierbare Funktion f auf
einer pu-Nullmenge beliebig verdndern darf, ohne dass sich der Wert des
Integrals [ f dp dndert.
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Wahrscheinlichkeitstheorie WS 2017/18 89




MaB- und Integrationstheorie

Satz 1.90 (majorisierte Konvergenz (Lebesgue))
Sei (fy)n>1 eine Folge in Z mitlim, oo fo=f € Z [,
alle n € N und g € £L(p).

Dann sind alle f, sowie f integrierbar, und es gilt

lim /f,,d,u:/fd,u sowie lim /|f,,—f|d,u:0.
n—o0 n—oo

Beweis: Wegen |f,| < g [1] und g € £(u) gilt nach Proposition 1.88 e)
(mit A=Q), dass [ |fy| dp < [ gdu < oo, also sind alle f, integrierbar
nach Bemerkung 1.82. Wegen lim,_, o f, = f [] und |f,| < g [1] fiir alle
n gilt |f| < g [u], daher ist auch f € £1(u).

(Beachte, dass N, := {|f| > g} eine u-Nullmenge fiir alle n € N ist, also
ist wegen der Subadditivitdt von p auch N :={J,~; N, eine
p-Nullmenge. Ferner ist M := {f, 7 f} nach Voraussetzung eine
p-Nullmenge und daher auch {f > g}, denn {f > g} C MUN.)

Somit ist g, := |f| + g — |f, — | > 0 [1], und wegen Bemerkung 1.89
kann man 0.B.d.A. annehmen, dass g,(w) > 0 fiir alle w € Q gilt. Wegen
gn 1 |f| + g folgt aus dem Lemma von Fatou

fol < g [u] fiir
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/(|f|+g)dM=/|iminfg,,dM§ Iiminf/g,,du
n—oo n—oo
=/(Ifl+g)du—|imsup/|fn—f|dp,
n—oo

Wegen der Integrierbarkeit von f und g ist [(|f|+ g) du < oo, daher
ergibt obige Ungleichung 0 < —limsup,,_, . [ |f, — f| du, also
limsup,_,. [ |fo — f| dp =0 und daher auch lim,_ [ |f, — f|dp = 0.

Wegen
‘/fnd,u—/fdu‘:‘/fn—fdul§/|fn—f|d,u

folgt dann auch lim,_ [ fdu = [ fdp. O

Bemerkung 1.91: Sei (2, A, 1) = (R, B, A), dann ist jede abzihlbare
Teilmenge A C R eine Lebesgue-Nullmenge, d.h. A(A) = 0: Sei x € R
und (xp)n>1 eine Folge mit x, | x, so gilt wegen der Stetigkeit von oben
A{x}) = limp_00 A([X, Xn]) = im0 Xo — x = 0, und aus der
o-Additivitdt von A folgt dann die Behauptung.

: :
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Folglich kann man nach Bemerkung 1.89 Lebesgue-integrierbare
Funktionen f € £1(A) an abzahlbar vielen Stellen verdndern, ohne dass
sich der Wert des Lebesgue-Integrals fR f dA andert. Bei dem
Riemann-Integral fR f dx dagegen darf f nur an endlich vielen Stellen
modifiziert werden, ohne den Wert des Integrals zu dandern.

Da insbesondere Q abzihlbar ist, gilt [ 1y dA = 0, das Riemann-Integral
J 1g dx dagegen ist gar nicht definiert.

Satz 1.92

a) Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R (mit a,b € R¥, a < b) ist
genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge ihrer
Unstetigkeitsstellen eine A*-Nullmenge ist. In diesem Fall stimmt das
Riemann-Integral von f mit dem Lebesgue-Integral iiberein.

b) Ist | C R ein Intervall und f : | — R Riemann-integrierbar iiber jedes
kompakte Teilintervall von I, so ist f genau dann Lebesgue-
integrierbar iiber |, wenn |f| uneigentlich Riemann-integrierbar iiber |
ist, und dann stimmt das uneigentliche Riemann-Integral von f iiber |
mit dem Lebesgue-Integral iiberein.

Beweis: Siehe Elstrodt, S. 151-154.
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Definition 1.93
Sei (Q, A, 1) ein MaBraum und 0 < p < oo, dann heiBt

LP(p) = {f € Z||f|P € L)(n)}
der Raum der p-fach integrierbaren Funktionen.
Fiir £ € £P() sei |||, := ([ |F|P dp)"/”.

Fiir p = oo ist ||f]|oc == esssupq |f(w)| = inf{K | u({|f| > K}) = 0} und
L£(p) ={f € Z | |[f]loc < o0}

Satz 1.94

a) Seienf,g € Zund 0 < p,q,r < oo so, dass /la + % = % dann gilt

Ifgllr < Ifllpligllq (Héldersche Ungleichung).
b) Seien f,g € Z und 1 < p < 00, so ist

It +gllp < |Ifllp + llgllp (Minkowski-Ungleichung).

Insbesondere ist fiir f,g € LP(u) auch f + g € LP(u).
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Beweis:

a) Im Fall p=oc ist r = g. Falls ||f||s = 00, ist die Aussage trivial.
Falls ||f|lcc = M < o0, ist |fg| < Mg [p] und daher
gl < Mligllr = |fllocllgll;- Sei nun p, g < co. Falls entweder
1Fllp = 0, 1]}, = o<, llgllq — O oder [lgllq = oo, st die Aussage
wiederum trivial. Daher seien 0.E. 0 < ||f||,, ||g|lq < oo und f,g >0

(da [Ifll, = [I7]])- Setze
~ f g
frmgem  E=ro
IF1le lgllq

dann ist zu zeigen, dass ||fg]||, < 1. Wegen der Konvexitit der
Exponentialfunktion e* gilt fir x,y >0

(Xy)r — eﬁplog(x)-‘ré qlog(y) < gXP 4 qu
(fir x = 0 oder y = 0 ist die Ungleichung trivialerweise richtig) und

damit
- o~ r ~ r r r
fg;:/fgfd g—/fpd +—/qu =-4+-=1.
||||||up||uq||upq

; ;
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b) Fir p=1und p = oo gilt |f +gll, < [Ifll, + llgll, offensichtlich,
ebenso im Fall ||f||, = oo, ||g||, = oo oder ||f + g||, = 0. Daher ist
nur noch der Fall 1 < p < co mit ||f||,, ||g]lp < o0 und
If +gllp > 0 zu betrachten. Wahle g = 27, dann ist - + 1 =1,
somit ist die Holder-Ungleichung mit r = 1 anwendbar. Es folgt

I +llg = [ 1F +glf + gl du

< [1FlF+ g du+ [ lellf + ap o
< IFllpllf +glP g + llgllolllf + 1P Mg
= (Ifllo + llgllp) - I +&lig/® = (Ullo + llglp) - I F +gll5™
und Division durch ||f + g||[>~! ergibt die Behauptung. Wegen
| +glP < (2max(|f], |g]))” < 2°(/f1° + |gl?)

ist f + g € LP(p) und damit ||f 4 g, < oo, so dass die obige
Division zul3ssig ist. O

: :
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Korollar 1.95

Sei p ein endliches MaB auf (2, A) und 1 < r < q < oo, dann ist
L) € L ().

Beweis: Fiir f € £(p) gilt |[f| < M [u] fiir ein M € R, also ist

1, < M- u(Q)Y" < oo, woraus £°(u) C L7 () fiir 1 < r < oo folgt.
Ebenso gilt ||1]|, = p(Q)YP < oo fiir alle 0 < p < oo, daher folgt fiir

f € L9(p) aus der Holder-Ungleichung

11l =111 Fllr < [12llp [fllq < o0

(—17 > 0 und damit die Behauptung. |
Bemerkung: Die Einschrankung auf endliche MaBe p ist hier wichtig, fiir
nicht-endliche MaBe ist die Behauptung i.A. falsch: Betrachte z.B. das
Lebesgue-Borel'sche MaB A auf (R, B) und

fiR =Ry, f(x) =1 1} 0)(x), dann gilt f € L2(A), aber £ & L1(A).

: :
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Proposition 1.96 (Tschebyscheff-Ungleichung)
Sei f € LP(p) und 0 < p < oo, dann gilt fiir alle a > 0

u({1f] > ap) < L9
Beweis:
/IfIPdu=/|f|p(1{\f|<a}+]1{|f|za})dﬂ
> [1PL gz di = 2 ul{1F] = ) 0

Definition 1.97 (Konvergenz im p-ten Mittel)
Eine Folge (f,)n>1 C LP(1) konvergiert in LP(u) (oder im p-ten
Mittel) gegen f € LP(y), falls ||f, — f||, "3 0. Schreibweise: f, L f

: :
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Satz 1.98 (Riesz-Fischer)

Die Riume LP(u) sind vollstindig fiir alle 0 < p < oo, d.h. zu jeder
Cauchy-Folge (f,)n>1 in LP(u) existiert ein f € LP(1), so dass
\|fo — fllp = O fiir n — occ.

Beweis: Sei zundchst 1 < p < co und (f,)n>1 eine Cauchy-Folge in
LP(p), dann gibt es eine Teilfolge (f,, )k>1, so dass ||fo, — fmll, < 27X fiir
alle m > ny, k > 1. Mit g := f,, — f,,,, gilt dann fiir alle n > 1 nach der
Minkowski-Ungleichung, dass

Slad| <Y lad <> 2k <1
k=1 k=1 k=1

Korollar 1.85 a) impliziert || > =, |g«|ll, < 1, also konvergiert die Reihe
> peq 8k p-fast liberall absolut, folglich ist (fp, (w))k>1 fiir p-fast alle

w € Q eine Cauchy-Folge in R. Daher gibt es ein f € Z mit f,, g
p-fast tiberall. Zu zeigen bleibt, dass f € £P(u) und ||f, — f||, — O fiir

n — 00. Sei € > 0 gegeben, dann gibt es ein ny(¢), so dass ||fj — ||, < €
fiir alle /,m > ng(€), da (f,)n>1 n.V. Cauchy-Folge in LP(p).
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Anwendung des Lemmas von Fatou (Lemma 1.84) auf die Folge
(|fa, — fm|P)i>1 ergibt fiir alle m > ng(e)

/|f — fm|P du = /Iiminf|fnk — P du < Iiminf/ |fo, — fn|P dpp < €P
k— 00 k—o00

also gilt ||f,, — f||, — O fiir m — co. Wegen |f — f,,| > |f| — |fm| erhdlt
man ganz analog wie im Beweis von Satz 1.94 b), dass

|f — fmllp = |Ifllp — |fmllp, o dass mit der vorherigen Ungleichung folgt
I fllp < ||fmllp + € < 00, also ist auch f € LP(u).

Fiir 0 < p < 1 geniigt || - ||5 der Dreiecksungleichung, so dass der
vorherige Beweis bei Ersetzung von || - ||, durch [ - |5 die Behauptung fiir
den Fall 0 < p < 1 ergibt. Dass die Dreiecksungleichung

| +gllf < [Ifl|5 + [lgll5 fir f,g € £P(p) mit 0 < p < 1 gilt, sieht man
wie folgt: Fiir festes a > 0 betrachte die Funktion

va Ry = R, @,(t) = aP + tP — (a + t)P. ¢ ist monoton wachsend mit
©(0) =0, denn ¢'(t) = p(tP~* — (a+t)P"1) >0,da a+t >t und
p—1 < 0. Daher gilt fiir alle a, b > 0, dass (a+ b)? < aP + bP. Einsetzen
von a = |f|, b =|g| und Integration iiber Q liefert die Behauptung.
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Es bleibt der Fall p = 0o zu betrachten. Sei (f,),>1 Cauchy-Folge in
L>°(p), dann ist

o0 oo
N = JHfl > Ifalls} U (U {lfn = fal > 1 = fall o}

n=1 m,n=1

eine pu-Nullmenge. Fiir alle w € N€ gilt |fin(w) — fr(w)] < ||fm — falloo fiir
alle m, n € N. Daher konvergiert (f,),>1 auf N¢ gleichmiBig gegen

f:=limp_o0 fy - Lye. Insbesondere ist dann auch f € £°°(u) und

lim,_ o0 ”fn - f”oo =0. O
Definition 1.99 (Konvergenz nach MaB und stochastische
Konvergenz)

Seien (f,)n>1, f C Z und die Differenz f, — f u-fast iiberall definiert fiir
alle n.

Die Folge (f,)n>1 konvergiert nach MaB gegen f, falls fiir alle ¢ > 0
Nim p({|f = f| > €}) = 0.

Schreibweise: f, M

: :
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Die Folge (f,)n>1 konvergiert p-stochastisch gegen f < VAc A
mit p(A) < oo und alle e > 0 gilt:

u({|fs = f| > e} NA) — 0.
Schreibweise: f, s f oder auch p-limf, = f.

Bemerkung: Konvergenz nach MaB impliziert offensichtlich stets
stochastische Konvergenz. Falls () < oo, sind Konvergenz nach MaB
und p-stochastische Konvergenz aquivalent.

Proposition 1.100

a) Sei pu() < o0, 1 <r < q< oo und(fy)s>1 eine Folge in LI(p). Falls
fa £> f, dann gilt auch f, Lr) f.

b) Seien 0 < p < oo, (fa)n>1,f C LP(u) und f, £ f, dann gilt auch
n.M.
f, — f.
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Beweis:

a) Falls g = oo, bedeutet f, L% f die p-fast tiberall gleichmaBige
Konvergenz der Folge (f,),>1 gegen eine p-fast iiberall beschrinkte
Funktion f, woraus wegen 1(2) < oo direkt die Konvergenz in L"(1)
folgt. Fiir ¢ < oo erhalt man wie im Beweis von Korollar 1.95, dass
Iy = Fll, < - ||fy — Fllq (mit ¢ = pu(Q)7~7), woraus die Behauptung

unmittelbar folgt.

b) Fiir p = co folgt die Behauptung wie in a) aus der p-fast iiberall
gleichmé&Bigen Konvergenz der Folge (f,)n>1. Fiir p < oo gilt nach der
Tschebyscheff-Ungleichung fiir alle e > 0, dass

fn_fpd fn*fpnoo
UL ) P AR i R V-

Bemerkung 1.101: Fiir jedes 1 < p < oo gilt ||af||, = |a|||f||, fiir alle
a € R. Zusammen mit der Minkowksi-Ungleichung (Satz 1.94 b)) folgt
daraus, dass £P(u) ein reeller Vektorraum ist. Allerdings ist

|- 1lp : LP(1r) — Ry keine Norm, da aus ||f||, = 0 nicht f = 0 folgt,
sondern nur f =0 [u].
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Dieser Mangel lasst sich aber leicht beseitigen durch

Definition 1.102 _
Seien (2, A, 1) ein MaBraum und f,g € Z, dann ist

fr,g = {f£g}eN,
und LP(p) := LP(u)/~, der Quotientenraum der Aquivalenzklassen.

Auf LP(p) ist dann || - ||, eine Norm, und da £P(x) nach Satz 1.98
vollstandig ist, ist LP(u) ein Banachraum fiir alle 1 < p < oo. Wir
betrachten im Folgenden den Fall p = 2 genauer und definieren

() L2() % L) 2 R, (f,g) = / fa dy

Aus der Linearitit des Integrals folgt unmittelbar, dass (-, -) ein
Skalarprodukt auf L?(p) ist. Wegen ||f||3 = [ f2du = (f,f) erzeugt das
Skalarprodukt die Norm, so dass (L?(u), (-,-)) ein Hilbertraum ist. Fiir
f,g € L2(p) schreiben wir f L g, falls (f,g) = 0.

: :
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Lemma 1.103
Fiir f, g € L(u) gilt |f + g3 + | — gll3 = 2| £1I5 + 2|l ]I3.
Beweis: Aus der Definition von || - || sowie der Symmetrie und

Bilinearitat von (-, -) folgt unmittelbar

If+gl3+If—gl3=(f+gf+g) +(f—gf—g)
=2(f,f) +2(g,g) =2|f|3 + 2/lg|3 O

Proposition 1.104

Sei M C L?(u) ein abgeschlossener, linearer Teilraum. Dann hat jede
Funktion f € L?(yu1) eine eindeutige Zerlegung f = g + h mit g € M,
h1l M.

Beweis: Fiir f € L?(p1) definiere dr := infzem{||f — gll2}. Wihle Folge
(gn)n>1 C M mit ||f — gull2 — df fiir n — oo, dann gilt

4d7 + llgn — &l = gig,f/,{||2f—2g||§}+ lgm — &nll3

IN

12f — gm — gn”% + |lgm — gn”%

= 2| — 2 f — 2 m, n—)oo 4d
Lemma 1.103 ” gm||2 + || g”” f
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Folglich gilt ||gm — &nl|3 T2, also ist (gn)n>1 eine Cauchy-Folge, fiir
die wegen der Vollstindigkeit von L?(j1) ein Grenzwert g existiert. Da
(gn)n>1 € M und M n.V. abgeschlossen ist, gilt g € M. Sei h:=f — g,
dann gilt fiir alle t # 0 und alle | € M, dass

d? < ||h+ tl)|3 = d? +2t(h,I) + t?||1||3 bzw. 0 < t(2(h, 1) + t||/]|3),

was dann und nur dann méglich ist, wenn (h, /) = 0 fiir alle | € M, also
ist h L M.

Zur Eindeutigkeit: Sei f = g’ + A’ eine weitere Zerlegung, dann ist
einerseits g — g’ € M (da M n.V. linearer Unterraum) und andererseits
g—g =h—H L M, also g —g' 1L g—g'. Das bedeutet aber
0=(g—-g.g—g)=lg—¢g|>3 also g — g’ =0 und somit auch

h—H =0,alsog=g" und h="H. O

Proposition 1.105 (Riesz-Fréchet)

Eine Abbildung F : L?>(11) — R ist genau dann stetig und linear, falls es
ein (eindeutig bestimmtes) h € L2(u) gibt, so dass fiir alle f € L?(p) gilt:
F(f) = (f, h).
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Beweis: <: Wegen der Bilinearitit des Skalarprodukts ist f +— (f, h)
linear, die Stetigkeit folgt aus der Holder-Ungleichung (mit
r=1 p=g=2), denn

(Fh) = (o = 10— £ = | [ ) na

< /|(fff')h\dug I — L]l A2

=: Falls F =0, wihle h=0. Ist F £0, ist M := F~1({0}) wegen der

Stetigkeit und Linearitdt von F ein abgeschlossener, linearer Unterraum

von L2(p). Fiir f/ € L2(u) \ M gibt es nach Proposition 1.104 eine

eindeutige orthogonale Zerlegung f' =g’ + W mit g’ e M, ¥ 1L M.

Wegen ' & Mist i’ # 0 und F(h') = F(f') — F(g') = F(f') # 0. Fiir

n = #;,,) gilt B L M und F(K") =1, und fiir alle f € L?(u) folgt
F(f — F(f)h") = F(f) — F(f)F(h") =0,

daher ist f — F(f)h" € M und somit 0 = (f — F(f)h", "), also
(F, 0"y = (F(F)H',h"), d.h.
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Fry= O L ey ey = ey = o,
7~ TR B0 = gt TR

Da f € L2?(u) beliebig war, folgt die Behauptung mit h = ﬁ
2

Zur Eindeutigkeit: Sei F(f) = (f, h1) = (f, ha), so ist (f, hy — ha) = 0 fiir
alle f € L2(u). Mit f = hy — hy folgt

[y — hol3 = (h1 — ho, by — hp) =0,
also ist hy — h, =0, d.h. hy = hy. O
Transformationsformeln
BildmaBe wurden bereits in Proposition 1.78 eingefiihrt. Nachfolgend
geben wir einige Integrationsregeln fiir BildmaBe an.
Proposition 1.106
Sei (Q, A, 1) ein MaBraum, T : (Q, A) — (', A’) eine A-A’-messbare
Abbildung sowie f € Z(A"), dann gilt:
a) feZA)y = [fdu' = [foTdpu.
b) feLlu") < foT e LYu), unddannist [fdu" = [foTdpu.
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Beweis:
a) Sei f =" ajla € E4(A), dann ist
foT= Zai(ﬂA: oT)= Za,’]lel(Ai) € & (A).
i=1 i—1

Somit gilt nach Definition des u-Integrals
[foTdu=>am(T}(4) = > aw’(4) = [ fau”.
i=1 i=1

Sei nun f € Z(A’), dann existiert nach dem Darstellungssatz
1.81 b) eine Folge (f)n>1 C E+(A’) mit f, T f. Folglich gilt
fpoTtfoTund f,o0T € &, (A).Daher gilt

/foTd,u:sup/f,,oTd,u:sup/f,,d,uT:/fd,uT.
n>1 n>1

b) Wegen [fo Tdu= [(foT) du— [(foT) du und
(fo T)* = f* o T folgt b) aus a). O
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Proposition 1.107

Sei (Q, A, p) ein MaBraum, T : (Q, A) — (@', A") eine bijektive,
messbare Abbildung und T~ A'-A-messbar. Weiter sei f € Z(A) und
fu das MaBB mit Dichte f bzgl. ;v gemaB Definition 1.86. Dann gilt

(fu)T = (fo T Hu.

Beweis: Nach Proposition 1.106 gilt fiir alle A" € A’

/7—1(A/) f-dp, = /(]IA/ o T)fdu
/(]lA/ oT)((fo T Yo T)du

- n,fT—ldT:/fT—ldT O
Prop. 1.1063)/ A( ° ) IJ A ° ,u

()" (A)

: :
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Satz 1.108 (Transformationsformel fiir Lebesgue-Integrale)

Seien V, W C R¥ offen und nicht-leer, T : V — W eine stetig
differenzierbare, bijektive Abbildung.

a) Fiir alle h € LX(Af,) U Z, (W) gilt
/ hdAk, :/(ho T)|det DT | dA¥,,
w v

wobei }\k = Ak|\/, )\lljl/ = Ak|W, und DT = (ﬂ

o, die

) 1<ij<k
Jacobi-Matrix bezeichne.

b) Fiir f € Z,(V) gilt (FA)T = (f o T~1)|det DT 1| Ak,

Beweis:
a) Siehe Elstrodt, S. 203-207.
b) Sei h € Z(W), dann gilt

; ;
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hd(FN)T = /h T)f d\k
/W ( V) 1.1063) V( ° ) v

) / (ho To T Y)(fo T 1)|det DT 1| dAk,
a w

= /h(foT*1)|detDT*1|dA§V
w

Einsetzen von h = 14 mit A € BN W ergibt die Behauptung. [

Linearformen und Malle

Bisher sind wir von einem MaBraum (2, A, 1) ausgegangen, haben darauf
das p-Integral fiir messbare Funktionen definiert und so eine Linearform
L:LYp) = R, f— [fdu auf dem Vektorraum £!(p) erhalten.

Man kann sich auch die Frage stellen, ob man aus einer Linearform mit
entsprechenden Eigenschaften ein MaB erhalten kann.

;
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Sei Q eine nicht-leere Menge und § = {f : Q@ — R} eine Menge von
Funktionen mit den Eigenschaften

(1) Fir alle u,v € § und o, 8 € R ist auch au+ v € §, d.h. F ist ein
Vektorraum.

(2) ue§ = |ul 5.
Aus (1) und (2) folgt
(3) u,veF = sup(u,v) € §Fund inf(u,v) € F.
Denn: sup(u, v) = S(u+ v+ |u—v|) und inf(u, v) = — sup(—u, —v).
Definition 1.109
Die Menge § heiBt Vektorverband, falls sie die Eigenschaften (1) und

(3) erfiillt.
§ heiBt Stone’scher Vektorverband, falls zusitzlich gilt

(4) vef = inf(u,1)eF
Bemerkung: (4) ist stets erfiillt, falls f =1 € §.

Aus (4) folgt: Fiir v € § und o € R ist auch inf(u, @) € §, denn
inf(u, @) = ainf(£,1).
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Beispiel 1.110: Ist (2, .4, 1) ein MaBraum und p > 1, so ist £P(u)
Stone'scher Vektorverband, denn L£P(u) ist ein Vektorraum, fiir den nach
Definition gilt |u| € LP(p) < u € LP(p). Da ferner inf(u,1) < |ul, folgt,
dass mit u € LP(u) auch inf(u,1) € LP(u).

Definition 1.111

Eine auf einem Stone’schen Vektorverband § reellwertiger Funktionen
definierte Linearform | : § — R hei3t abstraktes Integral, wenn gilt

a) I ist positiv, d.h. I(f) >0 fiir f € F,.
b) Fiir jede monoton aufsteigende Folge (f,)n>1 in 4+ mit sup,>1 fn €
gilt /(sup,.,21 fn) = SUP,>1 1(fy).
Bemerkung: Aquivalent zu b) ist
b") Fiir jede monoton fallende Folge f, | in § mit inf,>1 f, = 0 gilt

lim,_ oo I(f;) =0.
Denn: Gelte f, T f, so gilt f — f, | 0 und
limy oo I(f — £2) = I(f) = limp_so0 1(£n) = I(f) — sup,>1 I(fy) =
I(f) — I(sup,>1 ) = I(f) — I(f) = 0.
Die Umkehrung folgt durch Ubergang von f, | 0 zu f; — f, 1 f;.
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Definition 1.112

Sei § Stone’scher Vektorverband reellwertiger Funktionen auf Q. Eine
Menge G C Q heiBt F-offen, wenn es eine isotone Folge (fy)n>1 C §+
gibt mit 1¢ = sup,~1 fa. G = G(J) sei die Klasse der §-offenen Mengen.
Sei§t ={f Q= Ry | f=sup,~fo fiir (fa)s>1 C §+ isoton}, dann
gitG={GCQ|lseFi} -

Bemerkung 1.113: Es gilt {f > o} € G fiir jedes f € §7 und alle

a > 0. Ferner ist G ein N-stabiler Erzeuger von o(F).

Satz 1.114 (P. Daniell, M.H. Stone)

Sei €2 nicht-leere Menge, § Stone’scher Vektorverband reellwertiger
Funktionen auf Q) sowie | ein abstraktes Integral auf §. Dann existiert
genau ein MaB p auf o(F) mit den Eigenschaften

a) §C L (p),
b) I(f) = [ fdu fiir alle f € F,

infeeg.ace u(G), {GE€G|AC G} #0,
00, sonst.

c) VAeo(F): uA) = {

: :
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