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(Bitte geben Sie auf jedem Lösungsblatt Ihren Namen an)
Bitte maximal zu zweit abgeben!

Aufgaben die korrigiert werden sind mit einem Stern markiert.

Aufgabe 1* (6 Punkte)

Sei X die Lösung von dX = αXdt+
√
σ2XdW .

a) Sei pN eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0, 1, 2, ...} undXN der zeit-kontinuierliche
Verzweigungsprozess mit Nachkommensverteilung p, d.h. der Markov-Prozess mit
Generator

GNf(x) = Nx
∞∑
k=0

pN(k)(f(x− 1 + k)− f(x)).

Zeigen Sie: Gilt N
((∑

kpN(k)
)
− 1
)

N→∞−−−→ α und
((∑

k2pN(k)
)
− 1
)

N→∞−−−→ σ2,

so ist XN/N
N→∞
===⇒fdd X.

Zeigen Sie weiterhin die compact-containment-Bedingung, d.h. für jedes T > 0 gilt

lim
K→∞

sup
N∈N

P( sup
0≤t≤T

|XN
t | > K) = 0.

b) Sei XN die Häufigkeit des Allels A in einem 2-Allel-Moran-Modell mit Selektion
der Stärke sN , d.h. der Markov-Sprung-Prozess mit Generator

GNf(x) =
(1

2
+ sN

)
x(N − x)(f(x+ 1)− f(x)) +

1

2
x(N − x)(f(x− 1)− f(x)).

Weiter sei 0 < a < 1, Y N = (Y N
t )t≥0 mit Y N

t = XN
t/N1−a . Falls Y N

0 /Na → y und

sN = α/Na, so konvergiert Y N/Na N→∞
===⇒ X mit σ2 = 1.

Aufgabe 2* (4 Punkte)

Seien S1, S2, ... ∈ (0,∞) unabhängig und identisch verteilt mit E[S1] = µ und
Var[S1] = σ2. Weiter sei T1 := S1, Tn+1 = Tn + Sn+1, n = 1, 2, ... und Xt := sup{k :
Tk ≤ t}. Zeigen Sie:

Xt

t

n→∞−−−→ 1

µ
,

Xt − t
µ√

tσ2/µ3

t→∞
===⇒ Z ∼ N(0, 1).


