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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Grundlagen aus der Funktionalanalysis

Definition 1.1.1. Es sei T eine Menge. Fine Abbildung p : T x T — R, heifst eine
Halbmetrik, falls gilt:

(1) p(s,t) = p(t,s) fir alle s,t € T.
(2) p(s,u) < p(s,t)+ p(t,u) fir alle s,t,u € T.
(3) p(s,s) =0 fir alle s € T.

In diesem Fall nennen wir (T, p) (oder kiirzer T') einen halbmetrischen Raum. Gilt
statt (3) sogar die stirkere Bedingung

(3°) Fiir alle s,t € T gilt genau dann p(s,t) =0, wenn s =t,

so nennen wir p eine Metrik und (T, p) (oder kiirzer T ) einen metrischen Raum.

Es sei (T, p) ein halbmetrischer Raum.

Definition 1.1.2. Eine Folge (t,)neny C T heifit konvergent gegen eint € T, falls zu
jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass p(t,,t) < € fir alle n > N. In diesem Fall
schretben wir t,, — t.

Bemerkung 1.1.3. IstT' ein metrischer Raum, so ist der Limest einer konvergenten
Folge eindeutig bestimmt, und wir schreiben auch lim,, . t, =t.

Definition 1.1.4. Eine Folge (tp)neny C T heifit eine Cauchyfolge, falls zu jedem
€ >0 ein N €N ezistiert, so dass p(t,,t,) <€ fir allen,m > N.

Es seien (17, p1) und (7%, p2) halbmetrische Réume. Weiterhin sei f : Ty — T3 eine
Abbildung.



Definition 1.1.5. f heifsit stetig an der Stelle ty € Ty, falls zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert, so dass

p2(f(t), f(to)) <€ firallet € Ty mit py(t,to) <.

Satz 1.1.6. Sind Ty und Ty metrische Rdume, so sind fir alle ty € Ty die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig bei t.
(i1) Fir jede Folge (t,)nen C Th mit t, — to gilt f(t,) — f(to).

Definition 1.1.7. Die Abbildung f heifst stetig, falls sie an jeder Stelle to € T} stetig
15t.

Satz 1.1.8. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist stetig.
(11) Fiir jede offene Menge O C Ty ist f~1(O) offen in Ty.
(111) Fiir jede abgeschlossene Menge A C Ty ist f~1(A) abgeschlossen in Ty.

Definition 1.1.9. Die Abbildung f heifit gleichmdfsig stetig, falls zu jedem € > 0 ein
0 > 0 existiert, so dass

p2(f(s), f(t) <€ firalle s,t €Ty mit py(s,t) < 6.

Definition 1.1.10. Die Abbildung f heifit Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0
existiert, so dass

p2(f(s), f(t) < L-pi(s,t) fir alle s,t € Tj.

Definition 1.1.11. Die Abbildung f heifit lokal Lipschitz-stetig, falls zu jedem to € Ty
eine Umgebung U von tq ezistiert, so dass flu : (U, p1) — (Ts, p2) Lipschitz-stetig ist.

Allgemeiner fithren wir folgendes Konzept ein:

Definition 1.1.12. Es sei o € (0, 1] beliebig. Die Abbildung f heifit Holder-stetig der
Ordnung «, falls eine Konstante L > 0 existiert, so dass

p2(f(s), f(t) < L-pi(s,t)*  fiir alle s,t € T}.

Definition 1.1.13. Die Abbildung f heifit lokal Holder-stetig der Ordnung o, falls
zu jedem ty € Ty eine Umgebung U von to existiert, so dass flu : (U, p1) — (1o, pa)
Hoélder-stetig der Ordnung o ist.




Definition 1.1.14. Es sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung ||-|| : V — Ry heifit
eine Halbnorm, falls gilt:

(1) || Az|| = |A| - [|z|| fir alle X\ € R und alle z € V.
(2) Nz +yll < ll=ll + llyll fir alle z,y € V.

In diesem Fall nennen wir (V,||-||) (oder kiirzer V') einen halbnormierten Raum. Gilt
zusdtzlich

(8) Fiir alle x € V' gilt genau dann ||z|| = 0, wenn x = 0,

so nennen wir ||-|| eine Norm, und (V|| -||) (oder kiirzer V') einen normierten Raum.

Bemerkung 1.1.15. Haiufig werden wir kiirzer (V)| -|) schreiben.

Beispiel 1.1.16. Es seien (V.|| - ||) ein halbnormierter bzw. ein normierter Raum,
und T C V eine Teilmenge. Dann ist T versehen mit der Abbildung

p:TxT =R, p(st):=]|s—t
ein halbmetrischer bzw. ein metrischer Raum.
Definition 1.1.17.
(a) Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert, heifst vollstindig.
(b) Ein vollstindiger normierter Raum heifit ein Banachraum.
Satz 1.1.18. Es set V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

(a) Alle Normen auf V' sind dquivalent; das heifit, fir zwei Normen || - || und ||| - |||
existieren Konstanten m, M > 0, so dass

mllz| < llzlll < Mljzl| fir alle z € V.

(b) V ist beziiglich jeder Norm ein Banachraum.

Beispiel 1.1.19. Es sei (2, #,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und V' ein Banach-
raum. Weiterhin sei p € [1,00) beliebig.

(a) Es sei P = LP(Q,.Z7,P;V) der Raum aller V-wertigen Zufallsvariablen X
mat

| X |zr = E[|| X|]!]"? < oo.

Dann ist | - |¢» ein Halbnorm auf £P, und ZLP ist ein vollstindiger halbnor-
maerter Raum.



(b) Der Raum LP = £P/N mit N = {X : X =0 fast iberall} ist ein Banachraum.

Beispiel 1.1.20. Es seien T" ein metrischer Raum und V' ein Banachraum. Dann ist
der Raum Cy(T, V') aller stetigen und beschrinkten Funktionen f : T — V wversehen
mit der Supremumsnorm

[[flloc := sup [|.f ()]
eV

ein Banachraum.

Beispiel 1.1.21. Es seien T ein metrischer Raum und V' ein Banachraum, sowie
a € (0,1]. Es sei C* = C*(T,V) der Raum aller Holder-stetigen Funktionen der
Ordnung o.

(a) Die Vorschrift
[f(s) = f(®)]

a =8up ————— < X
HfH s,tfl'l)’ p(S,t)a
s#t

definiert eine Halbnorm, bezglich der C* ein vollstindiger halbnormierter Raum
15t.

(b) Eine Norm ist gegeben durch
[fllce = 11flloe + 1 flla

und beziiglich dieser Norm ist C*(T,V') ein Banachraum.
Bemerkung 1.1.22. Fiir a, 3 € (0,1] mit a < 3 gilt C? C C*.

Satz 1.1.23. Es seien T ein kompakter metrischer Raum und V' ein Banachraum.
Es sei f : T — V lokal Hélder-stetig der Ordnung . Dann ist f sogar Hélder-stetig
der Ordnung «; das heifst f € C*(T,V).

Beweis. Zu jedem t € T existieren eine offene Umgebung U, von ¢ und eine Konstante
L(t) > 0, so dass

lf(r) = f(s)| < L(t) - p(r,s)* fiir alle r, s € Uy.

Da T kompakt ist, existiert zu der offenen Uberdeckung 7' = U,er Us eine endliche
Teiliiberdeckung T' = J;_, Uy,. Nach dem Satz von der Lebesguezahl existiert ein
d > 0, so dass fiir jede Menge A C T mit diam A < ein k € {1,...,n} mit A C U,
existiert. Wir setzen

L :=max{L(t1),..., L(tn), 2| fllcc0 "}



Es seien r,s € T beliebig. Falls p(s,r) < §, dann existiert ein k& € {1,...,n} mit
r,s € Uy, und es folgt

|f(s) = f(r)] < L(tx) - p(r, s)* < L - p(r, )

Falls p(s,r) > 4, so folgt

6= 10 <207 (252) < 2 gty

Im Folgenden seien V' und W normierte Rdume.

Bemerkung 1.1.24. Es sei f : V. — W eine Funktion, so dass zu jedem C > 0 eine
Konstante L = L(C) > 0 existiert, so dass

1f (@) = FW)ll < Lllz =yl fir alle z,y € V- mit [lz]], ly]| < C.
Dann ist f lokal Lipschitz-stetig.
Satz 1.1.25. Es sei T : V — W linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) T ist stetig.
(i1) T ist stetig bei 0.
(iii) Es existiert ein M > 0 mit

|Tz|| < M||z| fir allex € V.

(iv) T ist Lipschitz-stetig.

Definition 1.1.26. In diesem Fall nennen wir T einen stetigen (oder auch beschrinkten)
linearen Operator.

Satz 1.1.27. Ist V endlich-dimensional, dann ist jeder lineare Operator stetig.

Satz 1.1.28.
(a) Der Raum L(V,W) aller stetigen linearen Operatoren, versehen mit der Opera-
tornorm
|IT|| := sup [T,
[zl <1

st ebenfalls ein normierter Raum.



(b) Falls W ein Banachraum ist, so ist L(V, W) ebenfalls ein Banachraum.
Bemerkung 1.1.29. Wir schreiben auch L(V) anstatt L(V,V).
Definition 1.1.30. Den Raum V' := L(V,R) heifit der Dualraum von V.
Korollar 1.1.31. Der Dualraum V' ist stets ein Banachraum.
Beweis. Folgt aus Satz 1.1.28(b). O
Definition 1.1.32. Es sei T : V — W ein stetiger linearer Operator.

(a) T heifit ein Isomorphismus, falls T bijektiv und T~ stetig ist.

(b) T heifit isometrisch, falls ||Tz|| = ||x|| fir alle x € V.

Definition 1.1.33. Normierte Riume V und W, zwischen denen ein (isometrischer)
Isomorphismus existiert, heiflen (isometrisch) isomorph, in Zeichen V.~ W (bzw.
V=Ww).

Satz 1.1.34. Es seien Vi, ..., V,, und W normierte Riume, und es set T : V} X ... X
Vin = W multilinear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T ist stetig.
(i1) T ist stetig bei 0.
(iii) Es existiert ein M > 0 mit

T (1, sz || < M| - ..o o] fir allex; €V,  j=1,...,m.

Definition 1.1.35. In diesem Fall nennen wir T einen stetigen (oder auch beschrinkten)
multilinearen Operator. Falls m = 2, so nennen wir T bilinear.

Satz 1.1.36.

(a) Der Raum L™ (Vi x ... x V,,, W), versehen mit
170 = sup{I T, o) | = sl < 1,1 < 5 < m},
st ebenfalls ein normierter Raum.

(b) Falls W ein Banachraum ist, so ist L™ (Vy x ... x V,,, W) ebenfalls ein Ba-
nachraum.

Satz 1.1.37.



(a) Es gilt L™ (Vi x. .. x VW) = L(Vy, LY (Vyx. .. xV,,, W)) fiir jedes m > 2.
(b) Insbesondere gilt L'® (Vi x Vo, W) =2 L(Vy, L(Vy, W)).
Es sei U C V offen, und es sei f: U — W eine Abbildung.
Definition 1.1.38.

(a) [ heifit Gateauz-differenzierbar bei xo € U, falls ein stetiger linearer Operator
T = Df(xg) € L(V,W) existiert, so dass

lim f(zo + hv) — f(z0)
h—0 h

=Tv fir alleveV.

(b) f heifit Fréchet-differenzierbar bei xy € U, falls die Konvergenz gleichmdifsig
beziiglich ||v]| <1 ist.

(c) f heif$t Gateaux bzw. Fréchet-differenzierbar auf U, falls f an jeder Stelle xg € U
Gateaux bzw. Fréchet-differenzierbar ist.

Bemerkung 1.1.39. Ist f Gateauz-differenzierbar, so definiert dies die Ableitung
Df:U— L(\V,W).

Die Fréchet-Differenzierbarkeit entspricht der totalen Differenzierbarkeit im Endlich-
Dimensionalen, wie das folgende Resultat zeigt:

Satz 1.1.40. Die Abbildung f ist genau dann bei xq € U Fréchet-differenzierbar, falls
ein stetiger linearer Operator T € L(V, W) existiert, so dass

flzo+u) = f(xg) + Tu+r(u), wobei lim ——= =0.
l[ull=0 |]u]

r(u)
|
In diesem Fall ist Df(xo) =T.

Definition 1.1.41. Fulls f Gateauz-differenzierbar und Df : U — L(V,W) stetig
ist, so sagen wir, dass f stetig differenzierbar ist, und schreiben f € C*(U, W).

Satz 1.1.42. Gilt f € CY(U, W), so ist f auch Fréchet-differenzierbar.

Bemerkung 1.1.43. Analog definieren wir (sofern existent) héhere Ableitungen D™ f
und die Rdume C™(U,W) fiir n € N. Mit Satz 1.1.37 gilt

Df:U — L(V,W),
D*f:U — L(V,L(V,W)) = LYV x V, W),

und induktiv gilt firn € N

D'f:U— LV,L" YDV x...x VW) 2 LMWV x...x V,W).
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Definition 1.1.44. Es sei Ci'(V,W) der Raum aller f € C*(V,W), so dass
1flep =D ID* fllos < o0
k=1

Satz 1.1.45. Der Raum Cy(V, W) versehen mit der Norm ||-||cy ist ein Banachraum.

Satz 1.1.46. Die offene Menge U sei konvex, und f € CH(U, W) sei stetig differen-
zierbar mit || D f||« < 0o. Dann gilt

1f (@) = fFWI < IDfllscllz —yll - fiir alle z,y € U,
und folglich ist f Lipschitz-stetig.

Satz 1.1.47 (Satz von Taylor). Die offene Menge U sei konvex, und es sei f €
C™(U,W) fiir ein n € N. Dann gilt

k v 1 (1 _ p\n—1
flx+v)= +ZDf : >—|—/0 %D”ﬂx+tv)(v,...,v}dt

fir allex e U undveV mitz+velU.

Korollar 1.1.48. Die offene Menge U sei konvex, und es sei f € C™(U, W) fir ein
n € N mit | D" f|lc < 0o. Dann gilt

[0 sty - S PO 2 20 Ly

k=1
fiir alle x,y € U.

Beweis. Folgt aus Satz 1.1.47 unter Beachtung von
1 n—1
1—t 1
|-
o (n—1)! n!

Bemerkung 1.1.49.

(a) Fiirn =1 erhalten wir die Abschitzung aus Satz 1.1.46, und zwar
17 (x) = F@I < IDfllcllz =yl fir alle 2,y € U.

(b) Fiir n = 2 erhalten wir die Abschdtzung

1/ (z) = f(y) = Df(y)(x —y)| < %HDQf“oon —ylI* fir alle x,y € U.
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Es sei f : Ry — V eine stetige Funktion mit Werten in einem Banachraum V.
Wie im Reellen definieren wir das Riemann-Integral

/a " f(s)ds.

Satz 1.1.50. Es sei f: R, — V' eine stetige Funktion.

(a) Es gilt der Hauptsatz

li 1
hli%h

t+h
/t f(s)ds = f(0).

(b) Fiir einen stetigen linearen Operator T :V — W gilt

T(/abf(s) ds) :/abT(f(s))ds.

Definition 1.1.51. Fine Funktion f : R, — V heifst lokal von beschrinkter Variation,
falls

lim | f(u) — f(v)]] < oo fiir jedest € Ry,
ITTe| =0 [u,v] €Il

wobei I1; eine Partition des Intervalls [0,t] bezeichnet.

1.2 Das Tensorprodukt

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume.

Satz 1.2.1. Es existieren ein Vektorraum V @ W und eine bilineare Abbildung & :
VW — V&W, so dass zu jeder bilinearen Abbildung S : V. x W — X in
einen weiteren endlich-dimensionalen Vektorraum X eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung T : V@ W — X mit S =T o ® existiert.

Der neue Vektorraum V' ® W und die bilineare Abbildung @ : V x W — V @ W
sind nicht eindeutig bestimmt. Sie sind jedoch eindeutig bis auf Isomorphie, wie aus
dem folgenden Resultat hervorgeht:

Satz 1.2.2. Es scien VRQW ein weiterer Vektorraum und @ : V. x W — VW eine
weitere bilineare Abbildung, so dass die Figenschaft aus Satz 1.2.1 erfillt sind. Dann
existiert ein Isomorphismus W :V @ W — VW, so dass ® = ¥V o ®.
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Definition 1.2.3. Wir nennen den bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten endlich-
dimensionalen Vektorraum V @ W das algebraische Tensorprodukt von V' und W'.

Definition 1.2.4. Elemente der Formv@w € VW mitv € V und w € W nennen
wir Tensoren.

Bemerkung 1.2.5. Es gilt @(V xW)C V@ W.
Satz 1.2.6. Es gilt
lin(@ (VxW))=VaW.

Bemerkung 1.2.7. Es sei {e1,...,e,} eine Basis von V', und es sei {f1,..., fu}
eine Basis von W. Dann ist

{e@f;i=1,...omundj=1,...,n}
eine Basis von V @ W. Insbesondere gilt
dim(Ve@W) =dimV - dim W.

Nun sei X ein weiterer endlich-dimensionaler Vektorraum, und es sei {gi,...,gp}
eine Basis von X. Weiterhin sei S : V@ W — X eine bilineare Abbildung. Dann
existiert eine Matriz A € R™<*P g0 dass

m n m n p
$( e Sws) = 23w
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
Es sei T : VW — X der lineare Operator gegeben durch
m n m n D
A0 SVCEIANED 9 9) SR
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
Dann qilt S =T o ®, denn

T<<§;m) ® (gwjfj» . T(iiviwj(ei@bfj))

i=1 j=1

== S(Z V;€;, Z ’LUjfj) .
=1 j=1

Beispiel 1.2.8. Es gilt R™ @ R" = R™*™ mit dem dyadischen Produkt
@ :R"XR" 5 R™" z@y:=x-y .
Es gilt also
(x®y)ij=xi-y;, i=1...,mundj=1...,n.
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Nun seien V und W Banachraume.

Satz 1.2.9. FEs existieren ein weiterer Banachraum V @ W und eine stetige bilineare

Abbildung @ : V x W =V @ W, so dass gilt:

(1) lv@w| <|v|-|w| fir alev eV und we W.

(2) LV x W, X) = L(V®W, X) fir jeden weiteren Banachraum X .
Bemerkung 1.2.10. Mit Satz 1.1.37 gilt

LVQV,W)= LWV x V,W) = LV, L(V,W)).
In dieser Vorlesung brauchen wir lediglich
L(V,L(V,IWV)) — L(V&V,W).

Satz 1.2.11. Falls V =W, so gilt zusitzlich v ® w| = |w ® v| fiir alle v,w € V.

Satz 1.2.12. Es seien VW ein weiterer Banachraum und @ : VxW — VW eine
weitere stetige bilineare Abbildung, so dass die Eigenschaften aus Satz 1.2.9 erfiillt
sind. Dann existiert ein Isomorphismus ¥ : V @ W — VW, so dass @ = ¥ o ®.

Definition 1.2.13. Wir nennen den bis auf Isomorphie eindeutig bestimmien Ba-
nachraum V @ W das Tensorprodukt aus V' und W.

Definition 1.2.14. Elemente der Form v ®@ w € V ® W nennen wir Tensoren.
Bemerkung 1.2.15. Es gilt @(V x W) CV @ W.
Satz 1.2.16. Es gilt

lin(®@(VxW))=VaW.

Satz 1.2.17. Es gibt einen eindeutig bestimmten stetigen linearen Operator x — x*
aus L(V ® V), so dass

(v@w) =w®uv firadlev,weV.
Auflerdem gilt x** = x fir allex € V V.

Beispiel 1.2.18. FirV =R"™ ist V@V = R™™ und der Operator aus Satz 1.2.17
ist gegeben durch A~ A'". In der Tat, fir alle x,y € R™ gilt

zey) =@y =y 2" =y

Definition 1.2.19. Es seix € V ® V beliebig.
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(a) x heifft symmetrisch, falls x* = x.

(b) = heift antisymmetrisch, falls z* = —zx.

Lemma 1.2.20. Fir jedes v € V ® V sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) x ist symmetrisch und antisymmetrisch.
(i) x =0.

Beweis. (i) = (ii): Falls x ist symmetrisch und antisymmetrisch ist, so folgt

und somit x = 0.
(ii) = (i): Ist klar.

Definition 1.2.21. Wir definieren Sym,Anti: V @V — V ® V' durch

Sym(z) = = (z + z¥).

— DN =

Anti(x) == 5(:17 —z").

Lemma 1.2.22. Fir jedes v € V ® V sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) x ist symmetrisch.
(i1) Sym(z) = .

(i7i) Anti(z) = 0; das heifst x € ker(Anti).

Beweis. Ubung.

Lemma 1.2.23. Fir jedes v € V ® V sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) x ist antisymmetrisch.
(ii) Sym(z) = 0; das heifit © € ker(Sym).

(i1i) Anti(z) = x.

Beweis. Verlauft analog.

Satz 1.2.24. Sym und Anti sind stetige lineare Projektionen; das heifit, es gilt Sym, Anti €

L(V ®V) sowie Sym o Sym = Sym und Anti o Anti = Anti.

Beweis. Ubung.



15

Satz 1.2.25. FEs qilt
V ® V = ker(Anti) & ker(Sym).

Mit anderen Worten, jedes x € V @ V' besitzt eine eindeutig bestimmte Zerlegung
xr =Y+ 2z, wobet y symmetrisch und z antisymmetrisch ist; diese ist gegeben durch

x = Sym(z) + Anti(z).

Beweis. Ubung. [

1.3 Grundlagen iiber stochastische Prozesse

Es sei (2, .%#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 1.3.1. Eine Familie F = (F;)er, von Sub-o-Algebren von % heifit eine
Filtration, falls #, C %, fir alle 0 < s <'t.

Definition 1.3.2. Es sei F = (%,)er, eine Filtration. Wir definieren die Familie
Fy = (Fes )ter, durch

ﬁt_t,_ ::ﬂgsy t€R+

s>t
Definition 1.3.3. Es sei F = (F;)cr, eine Filtration.
(a) F heifit rechisstetig, falls F, = Fyy fir allet € R,

(b) Ist F rechtsstetig, so nennen wir (0, % ,F,P) eine stochastische Basis.

Von nun an sei (€2, #,F,P) eine stochastische Basis. Weiterhin sei V' ein Banach-
raum (bei uns iiblicherweise V' = R oder V = R?), versehen mit der Borel’schen
o-Algebra B(V).

Definition 1.3.4. Fine Prozess (oder, ein V-wertiger Prozess) ist eine Familie X =
(Xt)ier, von Zufallsvariablen X, : Q@ — V.

Definition 1.3.5. Ein Prozess X heifit stetig, falls fiir jedes w € ) der Pfad
Ry =V, t— Xj(w)

stetig 1st.

Definition 1.3.6. Fine Teilmenge A C ) heifst eine P-Nullmenge, falls ein N € F
mit A C N und P(N) =0 existiert.
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Definition 1.3.7. Eine Teilmenge A C Q2 x Ry heifit eine zufillige Menge.

Definition 1.3.8.

(a) Fine zufillige Menge A heifit vernachldssigbar, falls

{weQ:(wt)e A firenteRy}
eine P-Nullmenge ist.

(b) Zwei Prozesse X und Y heiflen ununterscheidbar, falls die zufillige Menge

X £V} = {(w.0) € QxR : Xiw) £ Vilw)}
vernachldssigbar ist.

Definition 1.3.9. Es seien X und Y zwei Prozesse. Dann heifit X eine Version
(oder Modifikation) von Y, falls P(X; =Y;) =1 fir allet € R,.

Lemma 1.3.10. Es seien X und Y zwei ununterscheidbare Prozesse. Dann ist X
eine Version von 'Y .

Lemma 1.3.11. Es seien X und Y zwei stetige Prozesse, so dass X eine Version
von Y ist. Dann sind X und Y ununterscheidbar.

Definition 1.3.12. Ein Prozess X heifit F-adaptiert (oder kurz adaptiert), falls fir
jedes t € Ry die Zufallsvariable X, beziiglich %, messbar ist.

Lemma 1.3.13. Es sei X ein Prozess.
(a) Die Familie F* = (FX)er, definiert durch
FX =0(X,:5€][0,t])
ist eine Filtration.
(b) X ist FX-adaptiert.
(¢) Ist X adaptiert beziiglich F = (Ft)ier, , dann gilt FX C F; fir allet € R,

Korollar 1.3.14. Es sei X ein Prozess. Dann ist (2, .7, (FX),,P) eine stochastische
Basis, und der Prozess X ist (FX),-adaptiert.

Definition 1.3.15. FEin stetiger, adaptierter Prozess W mit Wy = 0 heifit ein F-Wiener-Prozess
(oder kurz, ein Wiener-Prozess), falls gilt:

(i) Wy — Wy und Z; sind fir alle 0 < s <t unabhdngig.
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(11) Wy — Wy ~ N(0,t — s) fiir alle 0 < s < t.

Definition 1.3.16. Ein Prozess B mit By = 0 fast sicher heifit eine Brown’sche
Bewegunyg, falls gult:

(i) Fir alle n € N und alle ty,...,t, € Ry mit tg < t; < ... < t, sind die
Zufallsvariablen By, — By, ..., By, — By, , unabhdngig.

(ii) Es gilt By — Bs ~ N(0,t — s) fiir alle 0 < s < t.

Satz 1.3.17. Jede Brown’sche Bewegung B mit stetigen Pfaden ist ein (FP) - Wiener-
Prozess.

Definition 1.3.18. Ein Prozess X heifit ein GaufS’scher Prozess, falls fiir alle n €
N und alle t1,...,t, € Ry mit ty < ... < t, der Zufallsvektor (Xy,,...,Xs,) ein
Gaufl’scher Zufallsvektor ist; das heifst, fiir jedes b € R™ ist die Zufallsvariable

znj biXi,
=1

(méglicherweise entartet) normalverteilt.

Satz 1.3.19. Fir einen Prozess B sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) B ist eine Brown’sche Bewegung.
(ii) B ist ein Gauf$’scher Prozess mit
E[B:] =0 fir allet € Ry,
Cov(Bs, By) = s At fir alle s,t € Ry.

Satz 1.3.20 (Satz von Kolmogorov-Chentsov). Es sei X ein reellwertiger Prozess.
Wir nehmen an, dass Konstanten o, 3,C > 0 existieren, so dass

E[|X; — X,|*] < CJt — s|*™  fiir alle s,t € R,
Dann ezistiert eine Version Y von X, deren Pfade fiir jedes v € (0, g) lokal Hélder-
stetig der Ordnung v sind.

Satz 1.3.21. Es existieren ein Wahrscheinlichkeitsraun (§2,.%,P) und darauf eine
Brown’sche Bewegung B, deren Pfade fir jedes v € (0, %) lokal Holder-stetig der
Ordnung v sind.

Definition 1.3.22. Fin R-wertiger adaptierter Prozess X heifst ein F-Martingal
(oder kurz, ein Martingal), falls X; € £ fiir jedes t € R, und

E[X; | Fs] = Xs fiir alle 0 < s <t.
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Satz 1.3.23. Ein Wiener-Prozess W ist ein Martingal.
Beweis. Fiir s <t gilt
E[W, — W, | %] = E[W, — W] = 0.
O

Definition 1.3.24. Eine Abbildung 7 : Q — R, = [0, 00] heifit eine F-Stoppzeit (oder
kurz, eine Stoppzeit), falls

{r <t} eF firaletecR,.

Definition 1.3.25. Fiir einen Prozess X und eine Stoppzeit T definieren wir den
gestoppten Prozess X7 durch

XtT = TAts t e R+.

Definition 1.3.26. Fin Prozess X heifit ein lokales Martingal, falls eine Folge (T, )nen
von Stoppzeiten existiert, so dass 1, T oo fast sicher und M™ fiir jedes n € N ein
Martingal st.

Definition 1.3.27. Fin Prozess X heifit ein stetiges Semimartingal, falls eine Zer-
legung X = Xo+ M + A existiert, so dass:

(1) Xo ist Fo-messbar.
(2) M ist ein stetiges lokales Martingal mit My = 0.

(8) A ist ein stetiger adaptierter Prozess mit Pfaden von lokal beschrinkter Varia-
tion, so dass Ay = 0.

In diesem Fall nennen wir X = Xo+ M + A eine Semimartingal-Zerlequng von X.

Satz 1.3.28. Es sei X ein stetiges Semimartingal mit Zerlequngen X = Xo+ M + A
und X = Xo+ N + B. Dann gilt M = N und A = B bis auf Ununterscheidbarkeit.

Definition 1.3.29.

(a) Wir definieren die previsible o-Algebra P iiber Q x Ry durch

P:=c({Ax{0}:Ae F}U{Ax (s,t]:s <t und A€ Z}).

(b) FEin P-messbarer Prozess X heifit ein previsibler Prozess.

Lemma 1.3.30. Jeder stetige, adaptierte Prozess ist previsibel.
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Bemerkung 1.3.31. Wir definieren das stochastische Integral (auch Ité-Integral ge-

nannt)
¢
H - W = (/ Hdes)
0 teRy

(1) Fliir jeden einfache Integranden H setzen wir

wie folgt:

H.W = 0, falls H = ]]-AX{O} mit A € yg,
| 1AW= WP, falls H =14y mit A€ Fs.

(2) Fortsetzungsargument fiir stetige lineare Operatoren: Fiir jeden previsiblen Pro-

zess H mat
T
E[ / . 2ds
0

Dann gilt die Ito-Isometrie

([ o)

(3) Lokalisierung: Fortsetzung fiir jeden previsiblen Prozess H mit

< oo firalleT € R,.

E

T
= ]E[/ |H5|2ds} fir alle T € R,
0

T
/ |H,|*ds < oo P-fast sicher fiir alle T € R,.
0

Bemerkung 1.3.32. Das Ito-Integral H - X kann allgemeiner beziiglich eines Se-
mimartingals X definiert werden.

Definition 1.3.33. Ein Prozess W heifit ein R%*-wertiger Wiener-Prozess, falls die

Komponenten Wt ... W4 unabhingige Wiener-Prozesse (im Sinne von Definition
1.3.15) sind.

Definition 1.3.34. Es seien W ein Re-wertiger Wiener-Prozess, und H ein R?-
wertiger previsibler Prozess mit

T
/ |H,|?ds < oo P-fast sicher fiir alle T € R,
0
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Wir definieren den R4 -wertigen Prozess

t
HW = (/ Hs®dWS)
0 teR

t t
</ Hs®dWS> ::/H;’dwg, i,j=1,...,d.
0 ij 0

Definition 1.3.35. Es seien X und Y zwei stetige Semimartingale.

durch

(a) Die quadratische Kovariation von X undY ist definiert durch

[X,Y] = XY - XYVp— XY -V -X.

(b) Wir nennen [X, X] die quadratische Variation von X.

Definition 1.3.36. Flir zwei stetige Semimartingale X undY ist das Stratonovich-Integral

t
XoY = </ XsodYS)
0 teR,

t t
1
/XsodYs ::/ XY, + S[X,Y], teR,.
0 0

definiert durch

Satz 1.3.37. Fiir zwei stetige Semimartingale X und'Y gilt
XY =XYVo+XoY +YoX.

Definition 1.3.38. Es seien W ein R¥-wertiger Wiener-Prozess, und X ein R?-
wertiges stetiges Semimartingal mit

T
/ | X,|?ds < oo P-fast sicher fiir alle T € R,.
0

Wir definieren den R4 -wertigen Prozess

t
X ®oW = (/ Xs®odWS)
0 teR4

t t
(/ Xs®odWs> ::/X;'odwg, i,j=1,...,d.
0 ij 0

durch



Kapitel 2

RAume rauher Pfade

Es sei V' ein Banachraum, und es sei 7' € R beliebig.

2.1 Holder-rauhe Pfade

Definition 2.1.1. Fir eine Funktion X : [0,T] — V wvereinbaren wir die Notation
Xep =Xy — X5, s,t€][0,7T].
Definition 2.1.2. Fir « € (0, %] vereinbaren wir die Kurznotationen
C* = C([0,T),V) und C3*:=C**(0,T]*,VaV).

Definition 2.1.3. Es sei a € (3, 3] beliebig. Wir definieren den Raum €°([0,T),V)
aller a-Hélder-rauhen Pfade (iber' V') als die Menge aller Paare X = (X, X) bestehend
aus Funktionen X : [0,T] =V und X : [0,T]> -V @V, so dass

|Xst|
Xll, = s ! <
[ X | I e <%
s#t
X
X2 := sup [Xst] < 00,

5,t€[0,T |t — 8‘20‘
s#t
und die Chen-Gleichung
Kot — XKoo — Xt = X0 @ Xy fiir alle s,u,t € [0,7]

erfillt ist. Wir benutzen auch die Kurznotationen €.

Definition 2.1.4. Fir einen rauhen Pfad X = (X,X) € € nennen wir X einen
Prozess 2. Ordnunyg.

21
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Bemerkung 2.1.5.

(a) € ist kein Vektorraum.
(b) Es gilt €~ C C* & C2*.
(c) Fir a < f gilt ¢€° C €*.

Bemerkung 2.1.6. Es sei X € C* fiir ein o € (%, %] Man kann Folgendes zeigen:
(a) Falls a € (3,3), dann existiert ein X € C3%, so dass (X,X) € €.
(b) Falls o = %, so existiert ein Gegenbeispiel mit dimV = oo.

(c) Falls dimV < oo, so existiert stets ein X € C3* mit (X,X) € €.

Lemma 2.1.7. Es sei X = (X,X) € € ein rauher Pfad.

(a) Es gilt X;¢ =0 fiir alle t € [0, 7).
(b) Es gilt X1 = X5t @ Xgt — Xo 5 fiir alle s,t € [0,T].
(¢c) Es gilt X = Xos — Xos — Xos @ X fiir alle s, t € [0,T).

(d) Essei’Y = (Y,Y) € € ein weiterer rauher Pfad, so dass (X;,Xo:) = (Y2, Yo,)
fir alle t € [0,T]. Dann gilt X =Y.

(e) Firale0<s=71<m <...<7y=1 gilt

N-1 N-1

X&t = § :Xﬂ,ﬂ'“ + E X”Fjﬂ'j+1 ® X7i77i+l
i=0 4,i=0
i<t

-1

= (XTz”Ti-&J + Xsr, ® XTi,T¢+1)'
0

7=

Beweis. Ubung. O

Lemma 2.1.8. Es seien (X,X) € €% und F € C**([0,T],V @ V). Wir definieren
X € C2* durch

Xs,t = X&t‘f—Ft—Fs, S7t - [O,T]
Dann gilt (X,X) € €.

Beweis. Ubung. O
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Lemma 2.1.9. Es seien X € C* und X, X € C2%, so dass (X,X), (X,X) € €. Dann
existiert eine Funktion F € C?**([0,T],V ® V), so dass

Xs’t:X&t—l—Ft—Fs, S,te [O,T]
Beweis. Ubung. O

Satz 2.1.10. Es sei X € C*([0,T),V). Wir definieren X durch
t .
Xt = / Xer @ X, dr, s,t€l0,T)].

Dann gilt (X,X) € € fiir jedes o € (3, 3].
Beweis. Ubung. [

Definition 2.1.11. Wir definieren auf € die Rauhe-Pfade-Norm

IIXlla = [ X1l + VI[X]|2a-

Bemerkung 2.1.12. Selbstverstindlich handelt es sich hierbei um keine Norm im
iblichen Sinne. In der Situation von Satz 2.1.10 gilt jedoch (AX, \*X) € € fiir jedes
A € R. Setzen wir \X := (AX, \*X), so folgt

[IAX [ = AT XAl -
Lemma 2.1.13. Der Raum C* & C3® versehen mit
X" = 1 X[ + X]l2a
15t ewn vollstindiger halbnormierter Raum, und versehen mut
X = [Xol + [ X la + [[X]|2q
ein Banachraum.

Beweis. Aus Beispiel 1.1.21 folgt, dass || - ||* eine Halbnorm auf C* ¢ C3* ist. Es sei
X = (X,X) € C*® C3?, so dass ||X]|| = 0. Dann gilt

XOZO,
X, —Xo=0, tel0,T],
X, =0, s,t€l0,T]

Also folgt X = 0. O]
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Bemerkung 2.1.14. Aus [| X" — X|| — 0 folgt X™ — X punktweise.
Definition 2.1.15. Wir definieren auf €% die a-Holder-rauhe-Pfade-Metrik

2a(X,Y) = [|X = Yla + [[X = Vl|2a

fiir zwei rauhe Pfade X = (X,X) und Y = (Y,Y).
Satz 2.1.16. Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) 0o ist eine Halbmetrik auf €.

(b) €% ist ein vollstindiger metrischer Raum mit der Metrik

do(X,Y) = [Xo = Yo| + 0a(X,Y).

Beweis. (a) Folgt aus Lemma 2.1.13 und Beispiel 1.1.16.
(b) Aus Lemma 2.1.13 und Beispiel 1.1.16 folgt, dass (¢*,d,) ein metrischer Raum
ist. Es sei (X")pen = (X, X")peny C €© eine Folge, so dass d, (X", X) — 0 fiir ein

X = (X,X) € C* @ C2~. Nach Bemerkung 2.1.14 gilt X" — X punktweise. Da ® ein
stetiger bilinearer Operator ist, folgt fiir alle s, u,t € [0, 7], dass

Xot — Xy — Xyp = lim (th - X, — th)
n—00 ’ ’ ’
= lim (X:;u X th) = Xs,u ® Xu,ta

n—oo

und damit X € €°. O

Bemerkung 2.1.17. Folglich ist (€%, 0,) ein vollstindiger halbmetrischer Raum.
Fiir eine konvergente Folge (X")nen = (X", X")pen und 2wei Grenzwerte X = (X, X)
und X = (X, X)) gilt X =X, und es ezistiert ein ¢ € R, so dass X — X = c.

Satz 2.1.18. FEs seien % <a<p< % Es sei X" = (X", X"), n € N eine Folge aus
€% C €°, so dass

sup [|[ X"||g < oo wund sup ||X"[|z5 < o0.
neN neN

Weiterhin sei X = (X, X), so dass

X, — Xog und XG, — Xoy  fir alle t € [0,T].
Dann gilt X € €% C €* und 0,(X",X) — 0.
Bemerkung 2.1.19. Gult X§ = 0 fiir jedes n € N, und Xy, =0, so gilt

0.(X",X) =0 & dy(X",X)—0.
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2.2 Geometrische rauhe Pfade

Satz 2.2.1. Es sei X : [0,T] — V stetig und von beschrinkter Variation. Wir defi-
nieren X durch

t
X, ::/ X,, ®dX,, s,tel0,T).

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt partielle Integration

t
1
Sym(/ Xr®dXT) :é(Xt@)Xt—Xs@Xs), s, t €10, 7).

(ii) Es gilt

1
Sym(X&t) = EXS,t (29 Xs,t7 S,t < [OjT]

Beweis. Ubung. [

Wir merken an, dass in Satz 2.2.1 nicht vorausgesetzt wird, dass die Chen-Gleichung
gilt. Die V' ® V-wertigen Integrale sind im Sinne

zu verstehen.

Bemerkung 2.2.2. Falls V = R?, so bedeutet partielle Integration gerade
/ X, dX] —|—/ X7 dX! =X, X] - XX, 4,5=1,...,d.

Definition 2.2.3. Wir definieren den Raum € C € der geometrischen rauhen
Pfade durch

1
cgga = {(X, X) - € Sym(Xs,t> = 5 s,t (024 X&t fU/I" alle S,t € [O,T}}

Lemma 2.2.4. € ist eine abgeschlossene Teilmenge von €.
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Beweis. Es seien (X")peny = (X", X")pen C 6, eine Folge und X = (X, X) € 7, so
dass d, (X", X) — 0. Nach Bemerkung 2.1.14 gilt X" — X punktweise. Da Sym und
® ein stetige Operatoren sind, folgt fiir alle s,¢ € [0, T], dass

Sym(X,¢) = Sym(r}irgo X’;t> = 7112210 Sym(XY,)

1 1
= — lim (X;ft ® th) =X @ X4

2 n—oo 2

Also gilt X € €. O
Definition 2.2.5. Wir definieren den Raum (fgo’a C €“ durch

o . da
¢ ={(X,X): X e C'} ",

wobei (X, X) € €% wie in Satz 2.1.10 jeweils gegeben ist durch
t
X = / X5, @ X, dr, s,t€0,7T].

Lemma 2.2.6. FEs gilt ‘59070‘ C 6,

Beweis. Es sei X = (X,X) € €* mit X € C"! beliebig. Weiterhin seien s,t € [0, 7]
beliebig. Dann gilt

t
Xs,t = / Xs,r ® dX,.

AuBlerdem gilt partielle Integration, denn

t t
Sym(/ Xr®er) :Sym(/ XT®X,,d7“>
s ' ts ' -
:5(/ XT®XTd7“+/ XT®er7")

1
= §(Xt®Xt _X5®Xs)a

Nach Satz 2.2.1 folgt

1
2
und somit X € €', Also haben wir gezeigt, dass

Sym(Xs,t) = Xs,t & Xs,ta S,t S [07 T]u
. 1 o
{(X,X): X e} g

Da ¢, nach Lemma 2.2.4 eine abgeschlossene Teilmenge von ¢ ist, folgt Cﬁf’a C
6. ]
g
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Satz 2.2.7 (Leibnizregel). Es seien V,W, X, Y Banachriume und U C V eine offene
Menge. Weiterhin seien f € CY(U,W), g € CY (U, X) und B € L@(W x X,Y). Dann
gilt B(f,g) € CHU,Y") mit

D(B(f,9))(x)v = B(Df(z)v,g(x)) + B(f(z), Dg(z)v), zecU undveV.
Beweis. Siehe [AMRSS8, Theorem 2.4.4]. O

Korollar 2.2.8. Es sei f € CY([0,T],V). Dann gilt f ® f € CH[0,T],V @ V) mat

(fef)®=roeft)+ /e f), telT]



Kapitel 3

Die Brown’sche Bewegung als
rauher Pfad

Es sei (€2,.%7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

3.1 Der Satz von Kolmogorov-Chentsov fiir rauhe
Pfade

Es sei V' ein Banachraum, und es sei 7' € R,.

Satz 3.1.1 (Satz von Kolmogorov-Chentsov). Es sei X : [0,T] — V ein Prozess.
Wir nehmen an, dass Konstanten q,0, K > 0 ezistieren, so dass

E[|X; — X,|9 < K|t — s|**°  fiir alle s,t € [0,T].

Dann existieren zu jedem o € (0, g) eine Zufallsvariable L und eine Version Y wvon

X, so dass
Y; — Y| < Lt — s|*  fiir alle s, t € [0,T).
Falls ¢ > 1, so konnen wir L € £9 wihlen.

Lemma 3.1.2. Es seien ¢, > 0 und 6 > —1, so dass

o0+ 1
f=gf-1 & f=""2
q
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert eine Konstante K > 0, so dass

E[|X, — X.|7 < K|t — s|'™ fiir alle s,t € [0,T].

28
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(i1) Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass
E[|X, — XY < Clt—s|° fir alle s,t € [0,T].

In diesem Fall gilt
4] 1
- = ﬁ )
q q
und es gelten die Aquivalenzen
) 1
60>0 & ¢g6>1 & —->0 < p[f—->0.
q q

Satz 3.1.3 (Satz von Kolmogorov-Chentsov fiir rauhe Pfade). Es sei X = (X, X)
ein Prozess, so dass die Chen-Gleichung erfillt ist, und es seien ¢ > 2 und 3 > é
beliebig. Wir nehmen an, dass eine Konstante C' > 0 existiert, so dass

| X ilge < C|t—s|?  fiir alle s,t € [0,T],
X 4| garz < Ot —s|*  fiir alle s,t € [0,T).
(a) Zu jedem o € (0, 5 — %) existieren eine Version von (X,X) — wieder als (X, X)
bezeichnet — und Zufallsvariablen K, € L9 und K, € L2, so dass

| Xst| < K|t —s|* fiir alle s, t € [0,T],
1Xst| < Kg|t — s|?*  fiir alle s,t € [0,T).

(b) Falls  — % > &, dann gilt (X,X) € € fir jedes a € (5,5 — %) mit a < 1.
Beweis. ObdA diirfen wir annehmen, dass 7' = 1. Wir setzen
D,={k2™":k=0,1,...,2" =1}, neN

und D := J,cy Dn- Es geniigt, die Abschitzungen fiir alle s, € D zu beweisen.
Wir beachten, dass #D,, = 2" und |D,,| = 27" fiir jedes n € N. Wir definieren die
nichtnegativen Zufallsvariablen

Kn ‘= Sup |Xt,t+27"|7 ne N7
teDyp
Kn = Sup ‘Xt,t+2_"|7 n € N.

teDy,

Nach Voraussetzung folgt

E[K?] < E[ 3 |Xt,t+2-n|q] = S [Xprarlle < £D,(CID,P)" = C1|D, P17

teEDy teDy,
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und

EM%%&{ZN&WMWﬂ=§jmwgw%m

teDy teDy

< #D,(C|D,[?*)"* = C/?| D, P

Es seien s,t € D mit s < t beliebig. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes m € N,
so dass

|Dm+1| <t—s S |Dm|
Es existieren ein N € N und

S=T9< 11 <...<7TNy =1,

so dass
N-1
[S7t) = U [Tiv T’H-l)’
i=0
wobei zu jedem i € {0,..., N — 1} ein n > m + 1 existiert, so dass 7;, 7,11 € D,,, und

zu jedem n > m+ 1 hochstens zwei Intervalle mit Punkten aus D,, existieren. Es folgt

N-1
[ Xoil < onax [ Xl < Z [ Xriria| <2 Z K.
o i=0 n>m+1

Wir definieren die nichtnegative Zufallsvariable

| Ko|ga <2 1 QE[Kg]l/q 2 N a‘Dn|B_% < 00,
| Da| | Dn|
n=0 n n=0 n

und damit K, € Z9. Weiterhin gilt

|Xst| Kn Kn
<9 " <9 " —K,.
|t_s|a - Z D - Z |Dn|o¢

n>m—1 | m+1|0‘
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Nach Lemma 2.1.7(e) gilt

N-1 N-1
|X57t’ = Z (XT'L:TiJrl + XS,Ti ® XT’L:Ti+1) < (lXTi,TH»l‘ + ‘XSJ"L X‘Fi,‘nﬂ‘)
=0 =0
N-1 N—
< |Xnm‘+1‘ + i IyIlEjiX X m Z i, Tj+1|
=0 7=0
2
<9 Z Kn+<2 Z Kn)
n>m+1 n>m—+1

Wir definieren die nichtnegative Zufallsvariable

;u} |20

Wegen a <  — % gilt (geometrische Reihe)

S 1 2/ - C _2
Kalgne £23 e BRI <230 5o iDUP70 < oo,
n=0 """ nep 11

und damit K, € £%2. Weiterhin gilt

’Xst‘ Kn ( Kn )2
‘t_5|2a Z ‘Dm+1|2a Z |Dm+1’a

n>m—1 n>m—1
= K, K, \° )
<23 it (2 2 o) R

[
Satz 3.1.4. Es sein X = (X,X) und X = (X,X) zwei Prozesse, die die Chen-

Gleichung erfiillen, und es seien q > 2 und > % Konstanten. Wir nehmen an, dass
eine Konstante C > 0 existiert, so dass
| Xsilze < Clt—s|?, s,t€[0,T],
X t]gare < C|t—s|?*, s,t€[0,T],
| Xi|ga <Clt—s|?, s,te(0,T],
Xl gae < Clt —s*, s,t€0,T).

Wir setzen

AX:=X-X wund AX:=X-X,
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und nehmen an, dass ein € > 0 existiert, so dass

IAX, | za < Celt —s|?, s,t€0,T],
|AX, ¢ garz < Celt — s|**, 5,6 €[0,T].

(a) Es existiert eine Konstante M > 0, so dass

[AX ||o]ge < Me und | ||AX||2a] ga2 < Me.

(b) Es gelte ﬁ—% > 3, und es sei v € (%,5—%) mita < L. Dann gilt ||| X||a, [[|X]l|a €
27 und

|Qa(X,}~()|gq < Me.

3.2 Die It6-Brown’sche Bewegung als rauher Pfad
Es sei B eine R%wertige Brown’sche Bewegung. Im Folgenden ist V' = R,

Definition 3.2.1. Wir definieren B = B" durch
t
B, := / B, ®dB, e R*"@R* = R™ 5t € [0,T].

Weiterhin definieren wir B = B durch B := (B, B).
Lemma 3.2.2. Fiir alle s,t € [0,T] gilt
By = Boy — Bos — Bs ® B .
Beweis. Ubung. O]
Satz 3.2.3. Der Prozess B erfiillt die Chen-Gleichung.
Beweis. Ubung. O

Lemma 3.2.4. Es sei X ~ N(0,0?). Fiir jedes q € [1,00) gilt | X| gz« = c,0, wobei

R C
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Lemma 3.2.5. Es sei B eine R-wertige Brown’sche Bewegung. Fiir jedes p € [2,00)
und jeden previsiblen Prozess H mit

T
/ E[H?]ds < oo
0

T T 1/2
/ H,B,| < Cp< / E[Hf]ds> :
0 ¥p 0
o (Pe=1) Vo NP
P 2 p—1 '

Satz 3.2.6. Fiir jedes o € ( gilt P-fast sicher B € €.

Beweis. Es sel a € (3,%) beliebig. Wir wihlen 8 = § und ¢ > 6 beliebig. Dann gilt

% 1S 5. Es seien s,t € [0,7] mit s < ¢ beheblg Weiterhin sei i € {1,...,d}
q

beliebig. Dann gilt B., ~ N(0,t — s). Nach Lemma 3.2.4 folgt

qgilt

wobei

502)

|Bi,t|$q = ¢qlt — S|1/2 = Cq|t - 5|B'

Nun seien 4,j € {1,...,d} beliebig. Dann gilt mit Lemma 3.2.5
B s = | [ (B - B)aB]

t ' ' 1/2
<ca( [ E0B - BP0 )
s La/2 s
t 1/2 (t—8)2 1/2 C 9 9
A e e e e

Also folgt nach Satz 3.1.3, dass P-fast sicher B € €. O

Lemma 3.2.7. Fiir alle t € [0,T] gilt

Sym(]Bo’t) = (Bt X Bt —1- Id) .

N —

Beweis. Ubung. O]
Satz 3.2.8. Es qult

1 t—
Sym(By) = 5Bus ® Bos — TSId fiir alle s,t € [0,T].

Beweis. Ubung. O
Korollar 3.2.9. Es gilt B ¢ €.
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3.3 Die Stratonovich-Brown’sche Bewegung als rau-
her Pfad

Definition 3.3.1. Wir definieren B = B2t durch
t
B, := / B, ®o0dB, e RI@RI 2 R™ 5 ¢€[0,T).

Weiterhin definieren wir B = B durch B := (B, B).

Lemma 3.3.2.

(a) Es gilt
Strat e  L—$ .
B =B,; + Tld fiir alle s, t € [0,T.
(b) Es gilt
1

Sym(BS}™) = §Bs7t ® Bsy  fiir alle s, t € [0,T).
(c) Es gilt

Anti(BSY) = Anti(BLY)  fiir alle s, t € [0, 7).

Beweis. Ubung. [

Lemma 3.3.3. Es seii € {1,...,d} beliebig.

(a) Es gilt
]B%i,lt = (B:,)° 5 (t=5) fir alle s, t € [0,T].
(b) Es gilt
Bfftmt;i’i = % fir alle s, t € [0,T].
Beweis. Ubung. [

Satz 3.3.4. Fiir jedes o € (3, 3) gilt P-fast sicher B3 € €.
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Beweis. Nach Satz 3.2.6 gilt P-fast sicher B € ¢*. Nach Lemma 3.3.2(a) gilt
By =By + F, — F, fiir alle s,t € [0, 7.
wobei F' € C?*([0,T], R¥?) gegeben ist durch
t
F=31d, teo,T].

Mit Lemma 2.1.8 folgt P-fast sicher B € ¥**, und mit Lemma 3.3.2(b) folgt sogar
P-fast sicher BStrat ¢ 6, O
Definition 3.3.5. Es sein € N beliebig.

(a) Wir setzen

(b) Firt e [0,T] definieren wir [t],, durch

(] = ké,, Koy <t<(k+1)5,, k=0,...,2"—1,
7], =T.

c) Firt € [0,T] definieren wir [t|;7 durch
(c) [0, 7] .

[t = (k+1)d,, ko, <t<(k+1)0,, k=0,...,2"—1,

Definition 3.3.6. Firn € N definieren wir die Wong-Zakai-Approzimation B™ fiir
1=1...,d durch

(1], (Bi .~ B ) t €[0,T].

i _ pi o LT
B = By + s~ Pl

[t]n 5,
Bemerkung 3.3.7. Flir alle n € N gilt

t], <t<[t]f, telo,T),

die Wong-Zakai-Approximation ist stiickweise stetig differenzierbar, und firi =1...,d
qgilt
B! . — B
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Definition 3.3.8. Fiir n € N setzen wir B™ = (B™ B™), wobei
t

Bemerkung 3.3.9. Nach einer Verallgemeinerung von Satz 2.1.10 und Lemma 2.2.6
gilt B™ ¢ G, fir jedes a € (%, %)

Lemma 3.3.10. Es sei (X,Y) ein zwei-dimensionaler zentrierter GaufS’scher Zu-
fallsvektor mit Var[X] > 0. Dann gilt

E[Y|X] = ¢X,
wobes
. Cov(X,Y)
- Var[X]

Beweis. Wir setzen Z =Y — ¢X. Dann ist (X, Z) ein Gauf’scher Zufallsvektor mit

Cov(X,Z) = Cov(X,Y —cX) = Cov(X,Y) — ¢ Cov(X, X)
= Cov(X,Y) — c¢- Var[X]| = 0.

Also sind X und Z unabhéngig, und wir erhalten
EY | X] —cX =E[Y — X | X| =E[Z| X] =E[Z] =E[Y] —¢-E[X] =0.
Folglich ist E[Y | X] = ¢X. O
Lemma 3.3.11. Fliir eine Brown’sche Bewegung B und s < u <t gilt
Cov(B, — Bs, By — B;) = u — s.
Beweis. Es gilt

Cov(B, — By, B, — B,) = Cov(B, — By, Bi — By) + Cov(B, — By, Bu — B,)
= Var|B, — Bs] = u — s.

Definition 3.3.12. Wir setzen 9, := 0(Bys, : k =0,...,2") fir alle n € N.
Lemma 3.3.13. Es sein € N beliebig.
(a) Es gilt B™ = E[B, |4, fir alle t € [0,T).
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(b) Es gilt IB%St = E[BY™ |9, fir alle s, t € [0,T).

Beweis. von (a): Esseient € [0,7]und i € {1, ...,d} beliebig. Dann gilt mit Lemmas
3.3.10 und 3.3.11

E[B} |9, = E[B},- + (Bi—Bi,)|g}

= By, + BB = By, | By — By,
i =t ; (n);i
=By, + 5, Bl — By =B

]

Satz 3.3.14. Es seien (9,)nen Sub-o-Algebren mit ¢4, C 9, fir alle n,m € N mit
n < m. Wir setzen 4 .= o({, on 9%n). Dann gilt fir jede integrierbare Zufallsvariable
X e YY), dass

neN

EX|9]5 X wnd EX|9]5 X firn— oo

Beweis. Folgt aus dem Konvergenzsatz fiir gleichméfig integrierbare Martingale ...
O

Lemma 3.3.15. Fir jedes [ € (%, %) und alle i,5 € {1,...,d} gilt P-fast sicher

sup | B"™ |5 < 0o und sup |[BM% ||y < 0o
neN neN

und
B™ = B, und IB%&? — Bo,  fiir alle t € [0,T7].

Beweis. Die behauptete Konvergenz folgt aus Lemma 3.3.13 und Satz 3.3.14. Es sei
g > 6 beliecbig. Nach den Uberlegungen im Beweis von Satz 3.2.6, und dem Satz
von Kolmogorov-Chentsov fiir rauhe Pfade (Satz 3.1.3) existieren Zufallsvariablen
Kz € £7und Kz € £72, so dass P-fast sicher fiir alle i, j € {1,...,d} gilt

Bl < Kglt = sl st €071,
BT < Kglt — s|*®, st €[0,T).
Fiir alle s,t € [0,7] mit s # ¢ folgt mit Lemma 3.3.13 P-fast sicher
Bl 1B = B [E[Bi = Bi|%)| _ |EIBL | %]
|t — s|? [t — s|? |t — s|? |t — s|?

B[ B3l [ %]
= jt-slf =

< E[Kp[4)]
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und

n);%,J Strat;i,j Strat;i,j
B IEBLM (%) EIBS™) 4]

_ < E[Kz|%,].
|t — 5|28 t—sp2P = t—s Ko | ]

Es folgt P-fast sicher

. B!
sup || B3 = sup sup % <supE[K;|¥9,] < o0,
neN neN s€fo.7) |t — s| neN

sup ||B™7|| 3 = sup sup —= 55 < supE[Ks |9,] < oo,
neN neN s,teﬁ,Tl t— S| A neN

denn nach der Doob’schen LP-Ungleichung gilt

1/q
E{(supE[K5|gn]>1 < LEHKBM 1/q < 00,

neN q__l
/2724 q

E[(SupE[Kﬁ»\gﬂ])q } < 1E[|Kﬁ|q/2]2/q < o0.
neN 2

Satz 3.3.16. Fiir jedes a € (1, 1) gilt P-fast sicher B(™ — BS"at jp G5

Beweis. Es sei § € (a,3) beliebig. Nach Lemma 3.3.15 gilt P-fast sicher fiir alle
ije{l,...,d}

sup | B™||3 < oo und  sup |[B"%||ys < 0o
neN neN
und
Bt(") — B; und IB%(()Z) — B, fiir alle t € [0, 7.

Also folgt mit Satz 2.1.18, dass P-fast sicher B(™ — BStrat i €. O



Kapitel 4

Integration beziiglich rauher Pfade

Ziel dieses Kapitels: Definition des Integrals

1
/ Y, dX,
0

fir X € €% = ¢*([0,1],V) und eine stetige Funktion Y : [0,1] — L(V, W), so dass
der bilineare Operator

1
(X,Y) — / Y, dX,
0

stetig beziiglich der relevanten Topologien ist.

4.1 Das Young-Integral

Satz 4.1.1. Es seien X € C*([0,1],V) und Y € CP([0,1], L(V,W)) mit a + 3 > 1.

Dann existiert das Young-Integral

1
Y, dX, = li Yo X,s,
/0 t t |H1|r£0 Z it

[s,t]elT

und es gilt

1
/ (Y — Yo)dX,| < CIY a0l o
0

mit einer Konstanten C = C'(a + ) > 0.

39
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Bemerkung 4.1.2. Also ist der bilineare Operator
1
C*xC’ - R, (X,Y) H/ (Y — Yp) dX,
0

stetig.

Bemerkung 4.1.3. Funktioniert nur fir o + 8 > 1. Es gibt ein Gegenbeispiel mit
Folgen (X™)nen und (Y™)nen, so dass X™ — 0 und Y™ — 0 in CY/2, aber fol YrdX! —
00.

Bemerkung 4.1.4. Falls « = [ (woran wir besonders interessiert sind), bedeutet
dies o > %

Bemerkung 4.1.5. In der Situation von Satz 4.1.1 gilt sogar

< CIY sl X lalt — s|**7,

t
[ vax.-vix.,

t

wobei [[Yllg = Y [[ss. und [ Xlla = [[Xllasis.g-

Beweis. Ubung. [

4.2 Integration von 1-Formen
Lemma 4.2.1. Es seien F € C}(V,L(V,W)) und X € C*. Wir definieren

Y :[0,T] = L(V,W), Y :=F(X),
Y':[0,T] = L(V,L(V,W)), Y':=DF(X),
R :[0,T = L(V,W), RY, :=Y,,—Y/X,, firalles,te][0,T]

Dann gilt

Yo < [[DFllocl|Xla;
IY'lla < ID*Fllool| Xla

<
Y Lo 2
IR llae < 51D F ol X2
Insbesondere gilt

Y)Y € C* und RY e(C*.



41

Beweis. Fir alle s,t € [0, 7] gilt nach Bemerkung 1.1.49(a)

|Y:9,t| = |Y;t - Ys| = |F(Xt) - F(Xs)|
<[ DFoo] Xi — X = [[ DF [ o] X

und damit

| | | st|

Y|.= su DF su — = ||DF X|a-

¥l = om0, | b= s, =t = PPl X,
s#t

Fiir alle s,t € [0, 7] gilt nach Bemerkung 1.1.49(a)

Y.l = 1Y) = Y| = [DF(X:) — DF(X,)|
< | D?Fllso| Xe = Xi| = | D*Flloo] Xl

und damit
Y X,
[Y'la = sup —— <||D*Fl| sup [ X = | D?F|oo | X |
s,tE;[éO,T] |t - 8| stE# |t |
s#£t s#£t

Fiir alle s,t € [0, 7] gilt nach Bemerkung 1.1.49(b)
Rl = Yor = VXl = |V = Yo = Y](X, = X))
1
= [F(X)) = F(X,) = DFE(X,)(X, = X,)| < 5[1D*Flloc X"

Also erhalten wir

|RY [|laa = sup il HD2F|| sup [Xo "
“ s,t€[0,T ‘ ’20‘ 2 Ooste[OT ‘ —5’20‘
7& s#t

X, 2
~Lper (s 2XL) Z Lo x 2.
2 2 @

&tEOT] |t |

Definition 4.2.2. Fir jedes n € N bezeichnen wir mit AT C R™ den Simplex
Al:={teR":0<t;<...<t, <T}

Definition 4.2.3. Es seien «v, 8 > 0 reelle Zahlen. Wir bezeichnen mit Co ([0, T], W)
den Raum aller Funktionen = : A2 — W, so dass Z;; = 0 fiir alle t € [0,T] und

[Ella.s == [=lla + 0=]]5 < oo
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Hierbei ist ||=Z||o die Holdernorm

||EHa — sup |':s,t| )
(sneaz, [t — s[®
s<t

Weiterhin ist die Funktion 6= : A3 — R definiert durch
6Es,u,t = Es,t - Es,u - Eu,t, (8, u, t) c Agw,

und die Holdernorm ist gegeben durch

—_ |6Esut|
0=||g:= sup .
S

s<u<t

Lemma 4.2.4 (Sewing Lemma). Es seien a, 3 € R, so dass 0 < a <1 < . Dann
existiert eine eindeutig bestimmte stetige Funktion T : C5 ([0, T), W) — C*([0, T], W),
die charakterisiert ist durch:

(a) Es gilt (I=2), = 0 fiir alle 2 € C3°([0, T], W).
(b) Fiir jedes 2 € C'°([0,T], W) eaistiert eine Konstante K = K(B) > 0, so dass
(ZZ)ss — Zas| < K||0Z||g]t — s|°  fiir alle (s, t) € A2,
Insbesondere existiert eine Konstante C' = C(3, ||0Z]|5) > 0, so dass

(ZZ)st — Zst| < C|t — 3|B fiir alle (s,t) € AQT.

Weiterhin gilt T € L(CS([0,T],W),C*([0,T),W)), und T ist gegeben durch

(Z2),, = lim Eue  fiir alle 2 e CSP([0,T), W),

wobei 11 jeweils eine Partition von [s,t] bezeichnet.
Beweis.

(i) Zunichst nehmen wir an, dass Z : Cy B s ¢ gegeben durch

72),, = lim E., fiir alle £ e C5°
( )s,t |H\—>O Z u,v 2
[u,v]€ll
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die Eigenschaften (a) und (b) erfiillt. Per Konstruktion ist Z ein linearer Ope-
rator. Es sei Z € C5"” beliebig. Fiir alle (s,t) € A2 gilt

= st = = st Es,t Es,t >~ = gIt — S Es,t
(ZZ)s4l < [(Z2) |+ |2l < K025t — 517 + 12

Mit M := max{1, KT°~} folgt

22— sy 1Tl 1T
@ s,tf;[é()t,T] |t_3|a (s,t)EA% |t_8|a
s<t

—_
=
_'S7t|

< sup K|6Z|lt — s[>+ sup

(s,t)EA% (s,t)eAQT ’t - 3‘(1
s<t s<t
< K0T + ||Ella < M([I6Z]l5 + Ella) = MI|Z]las-

Also ist Z ein stetiger linearer Operator.

(ii) Eindeutigkeit: Es sei = € Cy P beliebig. Weiterhin seien F,F € C%, so dass
FO = FO =0 und

|Fyp — Zoy| < OJt— sl fiir alle (s,t) € A2,
|Fyy — Zo| < OJt— sl fiir alle (s,t) € A%

Wir setzen G := F — F. Dann gilt Gy = 0 und fiir alle (s,t) € A2
|Gs,t| = |Fs,t - Fs,t| S |Fs,t - Es,t| + |Es,t - Fs,t| S 20|t - S|B>
und damit G € C%. Wegen § > 1 folgt G = 0 (Ubung), und damit F' = F.

(iii) Es bleibt zu zeigen, dass Z : C5"” — C* gegeben durch

(IZ),, = lim Z.. fiir alle E € C57

die Eigenschaften (a) und (b) erfiillt.
[

Bemerkung 4.2.5. Es seien X : [0,T] = V und F € CY(V, L(V,W)). Mit Bemer-
kung 1.2.10 gilt

F(X):[0,T] = L(V,W),
DF(X) :[0,T] — L(V, L(V,W)) = L(V & V,W).
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Satz 4.2.6 (Lyons). Es sei X = (X,X) € €° fir ein a > 3, und es sei F €

Cy(V, L(V,W)).
(a) Das W -wertige rauhe Integral

1
/0 FOX)IX, = lim S (PO X + DF(X)K,0)

[s,t]ell
existiert.

(b) Fir alle s, t € [0,T) gilt

t
/ F(X,)dX, — F(X,)X,, — DF(X,)X,,

< CI Pl (NI + Xl Xl ) It — s
mit einer Konstanten C' = C(a) > 0.
(c) Es gilt [, F(X,)dX, € C*([0,T],W).
Beweis.
(a) Wir definieren

Y [0,T] — L(V,W), Y :=F(X),
Y 0,T) = L(V,L(V,W)) = L(VeV,W), Y :=DF(X),
R :[0,T — L(V,W), R, =Y, —Y/X,, firalles,tecl[0,T]

Weiterhin definieren wir = : AZ — W durch
Bet =Y Xo +YIX,y,  (s,t) € AL
Wir werden zeigen, dass = € C5°, wobei 3 := 3a > 1. Es gilt
S =Y X, +Y/X;, =0 fiirallete[0,7T],
da X;; = 0 und X;; = 0. Fiir alle (s,t) € A% gilt

’Es,t| = ‘szXs,t + Y;/Xs,t| S ‘F(Xs)Xs,t’ + ’DF(X3>Xs,t‘
< N Flloo| Xl + [[DF oo [ Xy,

und damit
= X X
Zo= sp 2 < p s Kot yppy e el
(nead [t =l (s:)eAT, |t — 5] (s;enl, |t — s
<t s<t s<t

< [ Flool[XTla + [DE oo [[X[a < o0



45

Fiir alle (s,u,t) € A% gilt
Es,u,t - _Rquu,t - sz/,uxu,t‘

(Ubung.) Fiir alle (s,u,t) € A2 folgt nach den Rechnungen im Beweis von
Lemma 4.2.1

|5ES,u,t| S |R§u| |Xu,t| + |Ys/,u| |Xut|

1
< §HD2F|\OO\X57U\2]XLL¢| + | D*F | oo | X ] [Xul.
Es folgt
—_ |6Esut’
[0Z]|s = sup =
g (s,u,t)EA%w ’t - S‘B
s<u<t
1 X. . 2lX X X
< D F sup RealPudlyypepy gy el
2 (s,u,t)eA:% |t - S| @ (s,u,t)eA% |t - 8| @
s<u<t s<u<t
1 [ Xowl® [ Xudl [ Xoul 1Kyl
< —||D*F sup ke Y || D*F sup o =
S SO v T il VR e
s<u<t s<u<t

1
< SID*FllclIX N + ID*Flloo | X flal Xl < 00.
Insgesamt folgt
1Ellas = IElla + 16=]l5 < oo,

und damit = € C3 P Nach dem Sewing Lemma (Lemma 4.2.4) existiert das
W-wertige rauhe Integral

1

F(X,)dX, .= li =ep = li F(X,)X DF( X)X 4).

/0 ( s)d S \Hl|ri>10 Z s,t \Hl|ri>10 Z ( ( s) s,t+ ( s) s,t)
[s,t]ell [s,t]ell

Nach dem Sewing Lemma (Lemma 4.2.4) und den vorherigen Rechnungen gilt

t
/ F(X,)dX, — F(X,)Xss — DF(X,)Xss

— |(Z2)s = Eual < CIIOE st — 57
< ClIFlle (X1 + X al1X 20 ) £ = 5],

wobei C' > 0 nur von  — und damit von « — abhéngt.
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(c) Es gilt mit Z,, = [’ F(X,)dX,
t
Ty = < / F(X,)dX, — F(X\)X,, — DF(XS)Xs,t) +Z

Der erste Term gehort zu C3®, und — wie oben gezeigt — gilt = € C. Also gilt
Z eC”.
O

Bemerkung 4.2.7. Wie wir spdter zeigen werden, ist die Abbildung
¢ — C°, X»—>/ F(X,)dX,
0

beziiglich o, stetig.

4.3 Integration von reguliren rauhen Pfaden

Im Folgenden ist W ein weiterer Banachraum; meistens W = L(V, W).

Definition 4.3.1. Es sei X € C*([0,T],V) gegeben.

(a) Wir sagen, dass ein Pfad Y € C*([0,T],W) beziiglich X reguldr ist, falls ein
Y' € C([0,T), L(V,W)) emistiert, so dass ||RY ||2o < 00, wobei RY gegeben ist
durch

RSY,t =Y., —Y./X,, fir alle s,t €10,T).

(b) Dies definiert den Raum der (beziglich X ) reguliren rauhen Pfade, und wir
schretben

(Y.Y") € 752((0,T], W).

(¢) In diesem Fall nennen wir Y' eine Gubinelli-Ableitung von Y (beziglich X ).

Definition 4.3.2. Auf dem Raum 23([0,T],W) definieren wir die Halbnorm
1Y, Y x 20 = [V [la + | R [|2a-
Bemerkung 4.3.3. Der Raum 23 versehen mit der Norm
YY) lx 20 = Yol + [Yo] 4 1Y, Y") [ x 20

1st ein Banachraum.



47

Lemma 4.3.4. Es sei X € C* fest. Fiir alle (Y,Y') € 23 gilt
Y lla < CO+ XN YE]+ 1YY x.20),

wobei die Konstante C = C(a, T) > 0 gleichmdfiig von T < 1 abhdingt. Insbesondere
qilt also

Y ]la < CO A [1X o) I (Y5 Y) lllx 20

Beweis. Ubung. O

Bemerkung 4.3.5. Es sei Y' eine Gubinelli-Ableitung von Y (beziglich X ). Dann
qgilt

Yo=Y/ Xo1 + th.
Im Fall X, =t — s entspricht dies der Fréchet-Differenzierbarkeit; siche Satz 1.1.40.
Bemerkung 4.3.6. Es sei X € C*. Weiterhin sei Y € C** C C°.
(a) Y' =0 ist eine Gubinelli-Ableitung von Y, da |RY ||2a = ||Y]|2a < 0.

(b) Falls X € C** C C®, dann ist jeder Pfad Y’ € C* eine Gubinelli-Ableitung von
Y, da

IR 2o < 1Y |20 + 1Y oo [l X |20 < o0.

Lemma 4.3.7. Es seien F' € CE(V, L(V,W)) und X € C*. Wir definieren

Y :[0,T] — L(V,W), Y :=F(X),
Y':[0,T] — L(V,L(V,W)), Y':=DF(X).

Dann gilt (Y,Y") € 23([0,T], L(V,W)).
Beweis. Folgt aus Lemma 4.2.1. O]

Bemerkung 4.3.8. Im Folgenden benutzen wir die Kurznotationen
¢ :=¢*([0,T),V) und 2% :=25(0,T], L(V,W)).
Satz 4.3.9 (Gubinelli). Es seien X = (X, X) € € und (Y,Y') € 2% fir ein a > 3.
(a) Das W -wertige rauhe Integral

1
YidX, := li VX + Y, X,
/0 |H1m Z ( R + s ,t)

[s,t]€ll

existiert.
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(b) Fir alle s, t € [0,T] gilt

t
/ Yo dX, = ViXop = YIXo| < C(IXNall R [l2a + X2l Y la) [t — s

mit einer Konstanten C' = C(«) > 0.

(c) Die Abbildung

YV Y) (2,77 = ( / 'stxs,y)

0

ist ein linearer Operator zwischen den Banachriumen 23*([0,T], L(V,W)) und
23((0,T),W), und es gilt

12, 2) 2 < IV o + V= K llza & CUX Tl B 2 + [XllzallV7]l):
wobei C' = C(a, T) > 0 gleichmdfig beziiglich T < 1 gewdhlt werden kann.
Beweis.
(a) Wie im Beweis von Satz 4.2.6 definieren wir = : A% — W durch
Bet =Y Xo +YIX,y,  (s,t) € AL
Wir werden zeigen, dass = € C;"B, wobei [ := 3a > 1. Wie im Beweis von Satz

4.2.6 gilt =, =0 fiir alle t € [0,7]. Da Y und Y’ auf dem kompakten Intervall
[0, T stetig sind, gilt ||Y]|oe < 0o und ||Y]|oc < oco. Fiir alle (s,t) € A2 gilt

|Es,t| = ’}/sXs,t + }/slxs,t‘ < ’}/;Xs,t’ + |}/3/Xs,t|
< Y (oo Xsiel + 1Y Moo Kot
und damit
1Ella < MY Moo I X Nla + 1Y oo [ Xla < 00
Wie im Beweis von Satz 4.2.6 zeigen wir, dass fiir alle (s, u,t) € A%, gilt
‘558,%7&‘ < |R}sf,u‘ ‘Xu,t| + |Ys/7u‘ ‘Xu,t‘-

Es folgt
— |5ES U t|
0=|lg = sup —
H Hﬁ oruyend |t — S|5
s<u<t
oy VALY 2, X
o (s,u,t)GA% |t - 8|3a (s,u,t)EA% |t - 8|3a
s<u<t s<u<t
sup |Xu,t’ ‘RSY,U,’2 + sup |Xu,t‘ ’Ytsl,ul
 (swnead. |t —ul™ |u — s[> (s;u,t)ead, |t — ul* [u — s[
s<u<t s<u<t

< X Nall B [lza + [X]l2a[[Yla < oo
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Insgesamt folgt
1Ellas = IElla + 19=]l5 < oo,

und damit = € C?. Nach dem Sewing Lemma (Lemma 4.2.4) existiert das
W-wertige rauhe Integral

1
/ Y,dX, := lim Z =, = lim (YoXos + YIX,0).
0

|TI|—0
[s,t]eP

Nach dem Sewing Lemma (Lemma 4.2.4) und den vorherigen Rechnungen gilt

t
‘ / Yrer - YSXS,t - YS/XS,t

= |(ZZ)se — Zsel < CNI0Zlglt - s/”

< C(IX Nl RY loa + X0l ) £ = s,
wobei C' > 0 nur von  — und damit von o — abhéngt.
Wie wir bisher gezeigt haben, gilt

(S,t) = YsXs,t S Caa
(s,t) = Y/X,, € C*,

t
(5,) / Y.dX, — Y.X,, — Y/X,, € .

Daraus folgt Z = [/ Y,dX, € C* Wegen Z' = Y und (Y,Y’) € 2** folgt
7' € C”. Es gilt

RSZ,t - Zs,t - Z;Xs,t - Zs,t - )/sXs,t - }/s,Xs,t + (Zs,t - }/sXs,t - }/S/Xs,t)7
und daher
IR |20 < Y]z [Xll2a + CT([IX |l BY [l20 + X]2a[[Y[|a)-
Es folgt (Z,7') € 2% und

1Z, Z)Ix 20 = 12 llac + 1 RZll20 = 1Y [lac + [| B2
<Y lla + 1Yz X l20 + CT* (X [lal| B 120 + (X l20l]Ylla)-

]
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Beispiel 4.3.10. Es seien X € C* und X,X € C2, 50 dass X = (X,X), X =
(X,X) € €*. Nach Lemma 2.1.9 existiert eine Funktion f € C**([0,T],V @ V), so
dass

Xs,t = X&t —+ f57t, S,t - [O, T]

Weiter sei (Y,Y') € 9% . Nach Satz 4.5.9(a) gilt

/ Y, dX, = lim Y (Vo Xy, + Y/X,,)

|H‘—>0
u,v] €Il
= hm (Y Xu K + Y Xu v) + hm Yq_if’u,,v
TT|—0 [T1[—0
[u,v]€1 [u,v]ell

t t
:/ YrdXH—/ Y df,.

Das letzte Integral ist ein Young-Integral, das wegen Y' € C® und f € C?** sowie
3a > 1 nach Satz 4.1.1 wohldefiniert ist.

Lemma 4.3.11. Es sei X = (X,X) € € ein rauher Pfad. Weiterhin sei A € R\ {0}
beliebig.

(a) Es gilt \XX := (AX, \*X) € ¢°.

b) Fiir alle (Y,Y') € 232 gilt (ALY, \72Y") € 3% mit RN =\ 'RY und
AX

/:Y,, dX, = /:(MY) d(AX),.

Beweis. Ubung. [

Bemerkung 4.3.12. Also ist das Integral fol Y, dX, invariant unter der Transfor-
mation

(Y, Y, X, X) = (AY, A72Y7 A X, A2X).

4.4 Stabilitat beziiglich rauher Integration

Definition 4.4.1. Es seien X, X € C*. Fiir (Y,Y') € 23 und (Y,Y') € 2% setzen
wir

dy 520 (YY), (Y, Y)) = Y = V'] o + | — R [lga.
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Bemerkung 4.4.2. Es sei X € C*. Fiir (Y,Y"),(Y,Y") € 93¢ gilt

dxx2a (YY), (YY) = [(Y,Y") = (Y, V")l x.20-
Definition 4.4.3. Fir X € C* definieren wir die Abbildung

ix DX S CopC, (YY) = (Y, RY).
Bemerkung 4.4.4. Fulls Yo =&, dann gilt
Y, =&+ Yy Xo + Ry, t€10,7).
Definition 4.4.5. Auf C* @® C3* definieren wir die Halbnorm
I(Z, Z)|a20 = 1 Z]la + 1|1 Z"]|20-
Bemerkung 4.4.6. Es gilt
Ay 50 (V.Y (V,71) = |ex (V. Y) = 15(V, ) e

Satz 4.4.7. Es seien Es X = (X, X),X = (X,X) € ¢* und (Y,Y') € 23 sowie
(Y, V') € .@)22"‘. Wir nehmen an, dass eine Konstante M > 0 existiert, so dass

[ Xla2a < M, Y[ +[|(Y,Y) ][ x20 < M,
Xllaza < M, [Yg| + 1Y, Y ) 500 < M.

Wir setzen
(2,7') = (/ stXs,Y) € 7%,
0
(Z,7') = (/0 YSdXS,Y) € 7%
Dann gilt

Ay 520 ((2.2),(2, 7)) < Cur(0a(X,K) +¥g = V| 4 dy g 20 (¥, Y), (V,7)))
und
12 = Zlla < Car (0%, X) + Yo = Yol + g = Vil + d 00 (V. Y), (V) )

mit einer Konstanten Cy = C(M, T, a) > 0.
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Bemerkung 4.4.8. Erginzung zum Satz von Gubinelli (Satz 4.5.9): Folglich ist der

lineare Operator
(V.Y') > (/ stxs,y>
0

zwischen den Banachriumen 23([0,T), L(V,W)) und 23*([0,T],W) stetig.

Bemerkung 4.4.9. (Vergleiche Bemerkung 4.2.7) Erginzung zum Satz von Lyons
(Satz 4.2.6): Folglich ist die Abbildung

(% 00) = €] - o), X / F(X,)dX,

stetig.



Kapitel 5

Stochastische Integration und die
Ito-Formel

5.1 Das Ito-Integral

Es sei (2, .7, F, P) eine stochastische Basis, und darauf sei B eine R%-wertige Brown’sche
Bewegung. Wir definieren B = B'*® durch

¢
B, := / B,,®dB, e R"@R* = R™ 5 t¢c0,T)

Weiterhin definieren wir B = B" durch B := (B,B). Im Folgenden sind die Zu-

standsriume V = R4 W =R™ und W = L(V, W) = R™*4,

Satz 5.1.1. Es set a € (%, %) beliebig, und es seien Y,Y' zwei stetige Prozesse, so
dass P-fast sicher (Y,Y') € 23~

(a) Das R™-wertige rauhe Integral

t

Y.dB, = lim (YuBuo, + YJ]B%%U), t€0,7)]
0 [TT¢|—0 fuo]elTs

existiert P-fast sicher.

(b) Falls Y und Y’ adaptiert sind, dann gilt bis auf Ununterscheidbarkeit

/stBs:/YSdBS.
0 0

Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass d = m = 1.

93
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(a) Nach Satz 3.2.6 gilt P-fast sicher B € ¢*. Also folgt die Existenz des rauhen
Integrals aus dem Satz von Gubinelli (Satz 4.3.9).

(b) Durch Lokalisierung diirfen wir annehmen, dass |Y’| < M fiir eine Konstante
M > 0. Es sei t € [0,T] beliebig. Weiterhin sei (II,,),en eine Zerlegungfolge des
Intervalls [0,¢] mit |II,,| — 0. Dann gilt

S YuBu, & / Y, dB,.
[u,v] €Iy
Nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge erhalten wir

Z Y, By, % stBS.

[u,v]€Ily
Mit Teil (a) folgt P-fast sicher
. / BT _
Jam, D, YiBuy=lim D (VuBunt¥iBu) =l 3, YuBuy

[uv]€lly, [u,v]€ll, [uw]€ll,

¢ t
2/ Y;dBS—/ Y, dBs.
0 0

Essei [l = {0 =17 < ... <7y =t} eine beliebige Partition. Wir definieren das
zeit-diskrete (Z, )- Martlngal (Sn)n=o.. N durch

-----

_ / _
= § Y! Brory n=0,...,N.
k=0

Dann gilt mit einer Konstanten C' > 0

2
|: Z Y, uv Z Sk+1_5k)
k=0

N—-1
—E [ > 1Sk — Sk|2]
k=0

[u,v]€ll
N-1 N-1
< M? E[|B7'lcﬂ'k+1’2} < M*C Z ‘Tk+1 - Tk‘2
k=0 k=0
N-—1
< T 7hr — 7| = MPCHII] — 0
k=0

=t

fir [II] — 0. Also gilt

Y vB., 5o,

[u,v]€ll,
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und nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge

S VB, S0

[u,v]€Ily

5.2 Das Stratonovich-Integral

Es sei (Q,.%, F, P) eine stochastische Basis, und darauf sei B eine R%-wertige Brown’sche
Bewegung. Wir definieren B = B durch

t
By ::/ B, ®odB, e RT@R! = R™ st €0,7].

Weiterhin definieren wir B¢ durch BSat .= (B, BStrat),

Satz 5.2.1. Es sei a € (%, %) beliebig, und es seien Y)Y’ zwei stetige Prozesse, so
dass P-fast sicher (Y,Y') € %

(a) Das R™-wertige rauhe Integral

0 |Ht|~>0

existiert P-fast sicher.

(b) Falls Y undY' Semimartingale sind, dann gilt bis auf Ununterscheidbarkeit

/ Y, dB5" = / Y, o dB,.
0 0

Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass d = m = 1.

(a) Nach Satz 3.3.4 gilt P-fast sicher B3"*" € €. Also folgt die Existenz des rauhen
Integrals aus dem Satz von Gubinelli (Satz 4.3.9).

(b) Nach Lemma 3.3.2(a) gilt
Bittrat — IB%E? + fsr furalle s, t € [0,7],
wobei die Funktion f:[0,7] — V ® V gegeben ist durch

t
ft:§, tE [O,T]
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Es sei t € [0, 7] beliebig. Nach Beispiel 4.3.10 gilt

t t t
/ YS dBEtrat — / Y; dBitG +/ szl dfs
0 0 0

Es sei II eine Partition des Intervalls [0, ¢]. Es gilt
Yo =Y/Bu,+ R, wuwvel0t.

U,

Also folgt

Z Yu,vBu,v = Z ((YJB%U)BU,U + RQ}L/,UBUW)

[u,v]€ll [u,v]€Il
= ) YI(Buy®Bu,)+ > R),Bu..
[uw]ell [u,v]€ll

Hierbei haben wir benutzt, dass im Sinne der Einbettung
L(V,L(V,W)) = LV V,W)
gilt
yr109 = y(r1 @ x2) fiir alle x1,29 € V und y € L(V, L(V,W)).

Es sei ¢ > 6 beliebig. Nach den Uberlegungen im Beweis von Satz 3.2.6, und
dem Satz von Kolmogorov-Chentsov fiir rauhe Pfade (Satz 3.1.3) existiert eine
Zufallsvariable K, € £, so dass P-fast sicher gilt

|Bu,v| < Ka|v - u|a’ u,v € [07t]

Wegen || RY |20 < oo folgt P-fast sicher

> R} ,Buu

[u,v] €Il

< Z ’RivBu,v‘S Z IR [J2alv — u** Kqlv — ul®

[u,v] €Il [u,v]ell
= [|RY |2aka D v —uf* <R [aaKaTIP*" > v —ul
[u,v]€IT [u,v]€ll

= [|RY ||sa Kot|TI[**t — 0

fiir [IT| — 0, da o > 1. Nach Lemma 3.3.2 gilt

Bu,'u X Bu,v =2 Sym(Bigat) =2 Sym<Bgﬁz> + (U o U)
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Wie im Beweis von Satz 5.1.1 folgt also

1 t t
:—/ Ys’ds:/ Y! df,.
2 0 0

Also folgt mit Satz 5.1.1(b)

t t t
/ Ys dBEtrat — / Y; dB?é + / }/S/ dfs
0 0 0

t 1 t
:/YSdBSJr—[Y,B]t:/YSodBS.
0 2 0

Bemerkung 5.2.2. Wie der Beweis von Satz 5.2.1 zeigt, gilt

t t . 1 t
/ Y, dBS'rat = / Y, dBY° + ~ / Y] ds.
0 0 2 0

t
O |
:/ V,dBY + [V, Bl t€0.7)
0

(Vergleiche Beispiel 4.3.10.)

5.3 Die Ito-Formel

Satz 5.3.1 (Fundamentalsatz). Es seien X € C'([0,T),V) und F € C*(V,W). Dann
qgilt

F(X) :F(X0)+/t DF(X,)dX,, te[0,T]

Beweis. Nach dem Hauptsatz und der Kettenregel gilt

F(X,) = F(X,) + /Ot %F(Xs)ds = F(X,) + /Ot DF(X,)X,ds

= F(Xo) + /t DF(X,)dX,.
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Lemma 5.3.2. Es sei T € L(V ® V,W) ein symmetrischer linearer Operator; das
heifst

Tx=Txz* firalexeVxV.
Dann gilt Tx = 0 fiir jedes antisymmetrische x € V Q@ V.
Beweis. Ubung. [

Lemma 5.3.3. FEs seien F € C*(V,W) und (X,A) € C* & C2%, so dass A antisym-
metrisch ist. Dann existiert das W -wertige Young-Integral

t
D?F(X,)dA, = 1 D*F Ay,, te€[0,T
[, s = i, > - tep]

W] €Il

/D2 s)dAg = 0.

Beweis. Fiir jedes x € V ist D?F(z) € L(V ® V,W) ein symmetrischer linearer
Operator. Also folgt die Behauptung aus Lemma 5.3.2. O

und es gilt

Definition 5.3.4. Es sei v > 3 belzebzg Wir definieren den Raum €*([0,T],V) aller
reduzierten rauhen Pfade (uber V') als die Menge aller Paare X = (X,S) bestehend
aus Funktionen X : [0,T] =V und S: [0,T]*> — Sym(V @ V), so dass

‘Xstl
X, = su
H Ha stej)T ]t—s\a ’
|Sst|
S = <
ISl = sup = <
s#t

und die reduzierte Chen-Gleichung
Sst — Ssu — Sut = Sym(Xs @ Xyy)  fiir alle s,u,t € [0,7T]
erfillt ist. Wir benutzen auch die Kurznotationen €.

Bemerkung 5.3.5. Fs sei (X,X) € €% ein rauher Pfad. Dann kénnen wir den
Prozess 2. Ordnung zerlegen als X =S + A, wobei S = Sym(X) und A = Anti(X).

Lemma 5.3.6. Fir jeden rauhen Pfad (X,X) € €% gilt (X,S) € €°.
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Beweis. Da Sym € L(V®V) eine stetige lineare Projektion ist, gilt fiir alle s, ¢t € [0, T
[Ssel = Sym (X )| < [ X,
und daher ||S||2o < 0o. Weiterhin gilt nach der Chen-Gleichung

Ss,t - Ss,u - Su,t = Sym(Xs,t - Xs,u - Xu,t)
= Sym(X,, ® X,,) fir alle s,u,t € [0,7].

]

Definition 5.3.7. Fiir einen Pfad X : [0,T] — V definieren wir S : [0,T)> =V @V
durch

- 1
Ssﬂg = 5 s,t & Xs,t fUT alle S,t € [O,T]

Lemma 5.3.8. Flir jeden geometrischen rauhen Pfad (g(, X) € ©," ist der reduzierte
rauhe Pfad (X,S) aus Lemma 5.3.6 gegeben durch S = S.

Beweis. Fiir (X,X) € €7 gilt

1
Ss,t = Sym(Xs,t) = §Xs,t ® Xs,t = Ss,t~

Lemma 5.3.9. Es sei X € C* fiir ein a € (%, %]
(a) Es gilt (X,S) € €~.

(b) Fiir jedes v € C**([0,T],Sym(V ®@ V)) gilt (X,S) € €%, wobei S gegeben ist
durch

- 1 1
SSJ = S&t + 5(’% - ’YS) = §(X57t X X&t + ’75715) fﬂ’f’ alle S,t < [O,T]

Beweis. Ubung. [

Lemma 5.3.10. Es sei (X,S) € € fir ein « € (3, 3] beliebig. Dann existiert ein
v € C?**([0,T],Sym(V ®V)), so dass

_ 1 1
Sst = Sst + 5(% — ) = §(X5,t ® Xst +7s¢)  fir alle s,t € [0,T].

Beweis. Ubung. O
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Definition 5.3.11. Es sei X = (X,S) € €.
(a) Wir definieren [X] : [0,T] — Sym(V ® V') durch

[X]t = Xﬂ,t X XO,t — QSOJ, te [0, T]

(b) Wir definieren [X] : [0,T]*> = Sym(V @ V') durch

[X]S,t = Xs,t & X&t — 285775, S,t € [O, T]

Lemma 5.3.12. Es seien X = (X,S) € € und v € C** die Funktion aus Lemma
5.5.10.

(a) Es gilt [X]s, = —7s4 fiir alle s, t € [0, T, und folglich [X] € C**
(b) Es gilt [X]s+ = [X]; — [X]s fiir alle s,t € [0,T].
(¢) Es gilt Sy = Ss; + 2[Xls fiir alle s,t € [0,T).
(d) Falls S =S, dann gilt [X] = 0.
Beweis. Ubung. [

Korollar 5.3.13. Es sei (X,X) € € ein geometrischer rauher Pfad. Wir setzen

X :=(X,S) € €~ gemafs Lemma 5.5.6. Dann gilt [X] = 0.

Beweis. Nach Lemma 5.3.8 gilt S = S, und mit Lemma 5.3.12(d) folgt [X] =0. O
Satz 5.3.14 (Ito-Formel fiir reduzierte rauhe Pfade). Es seien F € C3(V,W) und
X = (X,S) € 6 fir ein o > 5. Dann gilt

t 1 t
F(X;) = F(Xy) +/ DF(X,)dX, + 5/ D*F(X,)d[X],, te[0,T].
0 0
Hierbei ist das 1. Integral ein wohldefiniertes W -wertiges rauhes Integral

t
DF(X,)dX, = li DF(X,)Xuo+ D?*F(X,)Sus),
| prex fin, 32 (DP(G)Xer + DFIX)

wahrend das 2. Integral ein wohldefiniertes W -wertiges Young-Integral ist.

Beweis. Da D*F Lipschitz-stetig und X € C?, gilt mit einer Konstanten L > 0

|D*F(X,) — D*F(X,)| < LIX, = Xu| < LI X [lafu = v]*,
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und damit D*F(X) € C® AuBerdem gilt nach Lemma 5.3.12(a), dass [X] € C*.
Wegen a + 2a = 3a > 1 folgt mit Satz 4.1.1 die Existenz des Young-Integrals

t
D?*F(X)d[X], = 1l D?*F Juw, t€10,7).
[ PP PCNL = i, PR < 0T

Es sei t € [0,7] beliebig. Weiterhin sei II eine Zerlegung des Intervalls [0,]. Nach
Lemma 5.3.12(c) gilt S,, = S, + %[X]M Mit dem Satz von Taylor (Bemerkung
1.1.49(b)) folgt

F(X,) = F(Xo) = Y (F(X,) - F(X,))

[u,v]€ll
1
= > (DF(Xu)XW + 5D2F(Xu)(Xu,U, Xuo) + R(v — u))
[u,v] €Il
1
— Z <DF(XU)XW, + §D2F(Xu)(XW ® Xuw) + R(v — u))
[u,v]€Il
= Y (DF(X)Xuo+ D’F(X.)Suy + R(v —u))
[u,v]€ll
— (DF (X)X + D°F(X,)Sy)
[u, v]GH
+3 Y DRX) X+ Y R—u)
[u v] €Il [u,v]ell

wobei
R~ w)] < S1D*Fllcle — u?.
Hierbei haben wir benutzt, dass im Sinne der Einbettung
L(V,L(V,W)) = LV V,W)
gilt
yr1x9 = y(r1 ® x9) fiir alle x1,29 € V und y € L(V, L(V,W)).
Es folgt

Z U—U

[u,v]€Il

Z |Rv—u|<—HD2F||Oo Z v — ul?

UU]EH [quH
< §\|D2F||oo|H| D, lv—ul= 5||D2F|!oot|H! —0
[u,v]€Il

fiir |II| — 0. O
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Korollar 5.3.15. Es seien F' € C3(V,W) und X = (X,X) € € fiir ein a > 3. Es
sei X = S + A die Zerlegung aus Bemerkung 5.3.5. Wir setzen X = (X,S) € €
gemdfS Lemma 5.3.6. Dann gilt

F(X,) = F(X,) + / tDF(XS)dXSJr% / tD2F(XS)d[X]s, t [0, 7).

Hierbei ist das 1. Integral ein wohldefiniertes W -wertiges rauhes Intergal im Sinne

des Satzes von Gubinelli (Satz 4.3.9)

t
/ DF(X,)dX, = lim (DF (X)) Xuo + D*F(X,)Xu0),
0 ITl=0 [u,v]€ll 7 ,

wéhrend das 2. Integral ein wohldefiniertes W -wertiges Young-Integral ist.

Beweis. Nach It6-Formel fiir reduzierte rauhe Pfade (Satz 5.3.14) gilt

F(X,) = F(X,) + / t DF(XS)dXeré / t D*F(X,)d[X],, te[0,T].

und nach Lemma 5.3.3 gilt

t t
/ DF(X.)dX, / DF(X,)dX..
0 0

]

Korollar 5.3.16. Es scien F' € C}(V,W) und X = (X,X) € € fir ein a >
Dann gilt

1
3

F(X,) = F(X,) + / tDF(Xs)dXS, t € [0, 7).

Hierbei ist das 1. Integral ein wohldefiniertes W -wertiges rauhes Intergal im Sinne

des Satzes von Gubinelli (Satz 4.3.9)

t
/ DF(X,)dX, = lim 3" (DF(X.)Xuw+ DF(X,)X,.).
0 ITl=0 [u,v]€ll 7 ,

Beweis. Nach Korollar 5.3.13 gilt [X] = 0. Also folgt die Formel aus Korollar 5.3.15.
[l
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Beispiel 5.3.17. Es seien B = (B,B) eine Ri-wertige Brown’sche Bewegung mit
B =B, und B = (B,S) gemdf Lemma 5.3.6. Nach Lemma 3.2.7 gilt

So+ = Sym(Bo,) = (Bt B, —t- Id),

N | —

und daher
[B]: = Boy ® Boy — 2Sp,; =t - Id.

Nach Korollar 5.3.15 und Satz 5.1.1(b) gilt fiir F € C3(R4,R)

F(B;) = F(By) + /DF )dB, + /D2

F(By) + /DF YdB; + - /D2 ,) 1d ds
_F(BO)+Z/ @-F(Bs)dBiJréZ/ 84 F(By)ds, te[0,T).
i=1 70 i=1 Y0

Beispiel 5.3.18. Es sei B eine R¥*-wertige Brown’sche Bewegung. Wir setzen B :=
(B,BS"2%) . Dies ist ein geometrischer rauher Pfad. Nach Korollar 5.3.16 und Satz
5.2.1 folgt fiir F € C3(RY,R)

F(B,) :F(BO)+/tDF(B dB

¢
— F(By) + / DF(B.) o dB,
F(By) +Z/ 0,F(B,)odB!, tel0,T)
Korollar 5.3.19. Es seien F € C3(V,W) und X € C* fiir ein o > §. Dann gilt

F(X;) = F(Xo) + lim Y~ (DF(XU)XM + %DZF(XU)(XW ® Xu,v)>, teo,T).

Beweis. Nach Lemma 5.3.9(a) gilt X := (X,S) € €%, und nach Lemma 5.3.12(d) gilt
[X] = 0. Nach der It6-Formel fiir reduzierte rauhe Pfade (Satz 5.3.14) gilt fiir jedes
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te|0,7T)]

PO = 106 + [ DECG), + L [ DR,

= F(X, li DF(X,)Xyo+ D*F(X,)Sy.
<0)+|ninio[%n( (X)X o+ D*F(X,)S00)

1
= F(Xg) + lim (DF(Xu)Xu,U + 5 DPP(X) (X © XM)).
II:|—0
[u,v]€lly

]

Definition 5.3.20. Es sei (I1,,),en eine Folge von Partitionen von [0,T] mit |I1,,| —
0. Dann hat eine Funktion X : [0,T] — R? endliche quadratische Variation entlang
(I, ) nen, falls fir jedes t € [0, T] die Grenzwerte

[Xian]t = HIEEO Z (X:;/\t - Xqi/\t)(Xg/\t - XiAt)a h,j=1,...,d
[u,v] €Il

existieren.

Lemma 5.3.21. FEs sei (I1,,),en eine Folge von Partitionen von [0, T] mit |I1,,| — 0,
und es sei X : [0, T] — R? eine Funktion mit endlicher quadratische Variation entlang
(Hn>n€N-

(a) Die Funktion [ X, X]:[0,T] — R ®@ R? ist von beschrinkter Variation.
(b) Falls [X, X] stetig ist, dann gilt fiir jede stetige Funktion G : [0,T] — L(R? ®
R? R¢), dass

lim D Gu)(Xuw ® Xup) = /tG(u)d[X, X],eR®, te€l0,T).
[u,0]€MTp 0
u<t
Beweis.
(a) Esseii=1,...,d beliebig. Fiir jedes n € N ist die Funktion
ter Y (X — Xin)
[u,0] €T,

monoton wachsend. Also ist auch der Limes [X*, X?] monoton wachsend. Nun
seien 7,7 = 1,...,d beliebig. Wegen der Polarisierungsformel ist

[X,XJ]:Z([X + X7, X+ X - (X' = X7, X — X))

von beschrankter Variation.
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(b) Durch Polarisierung diirfen wir annehmen, dass d = e = 1; das heif}t
X,[X,X],G:[0,T] — R.

Wir zeigen

lim Z G(u)Xﬁ’v:/otG(u)d[X,X]u, t €10,7).

n—oo
[u,v]€lly
u<t

Es sei t € [0, 7] beliebig. Wir definieren die Mafle (p,,)nen auf (R, B(R)) durch

oy = Z X2 0
[

wu,v]€llp
u<t

Dann sind die Verteilungsfunktionen gegeben durch

Fn(S): Z Yu2,v7
[

u,v]E€llp
u<s

und es gilt

> GluxE, = [ Gl w.

[u,v]€llp
u<t

Weiterhin definieren wir das Maf§ p auf (R, B(R)) durch p((—o0,0])) := 0 und
w((u,v]) =X, X]oar — [X, X]unt, 0<u <.
Dann ist die Verteilungsfunktion gegeben durch
F=[X X1y + [X, X]: 100

und es gilt

/0 ' G(w)d[X. X], - /0 ' Glu)dpu(u),

Es gilt F,, — F. Da F stetig ist, folgt u, — p schwach. Da die stetige Funktion
G auf dem kompakten Intervall [0,¢] beschrénkt ist, gilt also

t

lim G(u)dun(u):/o G(u)dp(u).

n—oo 0
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]

Satz 5.3.22 (Ito-Follmer-Formel). Es seien F € C3(V,W) und X € C* fir ein

o > 5. Weiterhin sei (II,)nen eine Folge von Partitionen von [0, T] mat |II,| — 0,

so dass X endliche quadratische Variation entlang (11,)nen hat und [X, X] stetig ist.
Dann gilt

t 1 t
F(X;) = F(Xy) +/ DF(X,)dX, + 5/ DZF(Xs)d[X, Xl]s, te€]0,T].
0 0
Hierbei ist

t
/ DF(X,)dX, = lim Y DF(X,)Xy., t€][0,7]
0 n—00 (uoetln
u<t

ein wohldefiniertes Riemann-Stieltjes-Integral.
Beweis. Es sei t € [0, T] beliebig. Nach Korollar 5.3.19 und Lemma 5.3.21 gilt
n—oo

[u,v] €y
u<t

FUX) = FOX0) + fim S (DF(G)Xu + 5D P (X X))

= F(Xo) + /t DF(X,)dX, + % /t D*F(X,)d[X, X],.



Kapitel 6
Wahrhaftig rauhe Pfade

6.1 Resultate aus der Stochastischen Analysis

Es sei B = (Q,.#,F,P) eine stochastische Basis.

Satz 6.1.1. Es set S ein stetiges Semimartingal mit Semimartingal-Zerlegung S =
So+ M + A.

(a) Ist S = Sy + N + B eine weitere Semimartingal-Zerleqgung, dann gilt M = N
und A = B bis auf Ununterscheidbarkeit.

(b) Es sei T eine Stoppzeit, so dass ST = 0. Dann gilt M™ = [M, M]™ = A™ = 0.
Beweis.
(a) Satz 1.3.28.

(b) Es gilt S™ = Sy + M™ + A™ = 0. Die Klassen S, My, und V sind stabil unter
Stoppen. Also folgt aus Teil (a), dass M™ = A™ = 0. Daraus folgt [M, M|" =
[M™, M| = 0.

]

Satz 6.1.2. Es sei B eine R¥-wertige Brown’sche Bewegung, es seien Y, Y stetige,
adaptierte R¥€-wertige Prozesse, und es seien Z, Z stetige, adaptierte Ré-wertige
Prozesse. Weiterhin sei 7 > 0 eine positive Stoppzeit, so dass bis auf Ununterscheid-

barkeit
(/ YSdBSJr/ sts) = (/ )1st+/ sts) .
0 0 0 0

Dann gilt auch Y™ = Y™ und Z™ = Z7 bis auf Ununterscheidbarkeit.

67
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Beweis. Wir diirfen annehmen, dass e = 1. Wegen der Linearitét der Integrale diirfen
wir auflerdem annehmen, dass bis auf Ununterscheidbarkeit

(/ stBs—i-/ sts) =0.

0 0

(/ }/;dBS—'—/ sts) :/ }GHHO,T]](S)dBS—'—/ Zs]-[O,Tﬂ<S)dS
0 0 0 0

diirfen wir weiterhin annehmen, dass 7 = oo; das heif3t

/ Y,dB, —I—/ Zyds = 0.
0 0

Nach Satz 6.1.1 gilt bis auf Ununterscheidbarkeit

[/ stBs,/ YSstl — 0.
0 0

Wegen [B*, BY], = 0y.s fiir k,l =1,...,d folgt bis auf Ununterscheidbarkeit

[/O.YSdBS,/ YdB} {Z/ YFdB* i/.deBi}

zj:{/ vFdBk /'Y;ng} sz:/ YFYld|B*, BY,
> o

Wegen

k=1 l=1

MM&

Nun folgt bis auf Ununterscheidbarkeit

(V) =

]~

k=1

und damit Y! = ... = Y? = 0. Daraus folgt nun bis auf Ununterscheidbarkeit

/ Zyds =0,
0

und daher Z = 0 bis auf Ununterscheidbarkeit. OJ
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6.2 Eindeutigkeit der Gubinelli-Ableitung
Wir fixieren ein a € (3, 3)-

Lemma 6.2.1. Es seien X € C*([0,T],R) und (Y,Y"),(Y,Y') € 23*. Weiterhin
sei s € [0,T) beliebig. Wir nehmen an, dass eine Folge (t,)nen C [0,T] mit t,, | s
existiert, so dass

|X57tn|

—_— — .
|tn _ S|20‘ 0

Mit anderen Worten, es gilt

Dann gilt Y! =Y.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein ng € N, so dass X, # 0 fiir alle n > ny.
Es folgt fiir alle n > nyg

_ RpY Y 2
Y, — R Y, Rg,,  |tn —s[*

Y/ _ Sitn ytn _
s - )
Xt Xspn  Jtn —s[*  Xou,
NS P ANG 7
vV TV
FI<IRY [l2a —0
und daher
! S,tn
Y, =1
n—oo s.t
Analog gilt
~ Y.
!/ . S,tn,
Y, = lim ,
n—oo Sitn
und daher Y] =Y. O

Definition 6.2.2. Es sei s € [0,T) beliebig. Ein Pfad X € C* heifit rauh zur Zeit s,
falls

/
X
lim sup M =o0 fir allev e V'\ {0}.
tls — s«

Definition 6.2.3. Fin Pfad X € C* heifst wahrhaftig rauh, falls eine dichte Teilmenge
D C [0,T)] existiert, so dass X fiir jedes s € D rauh zur Zeit s ist.
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Satz 6.2.4. Es seien X € C* und (Y,Y') € 3. Weiterhin sei s € [0,T), so dass X
m Punkte s rauh ist, und

Dann gilt Y] = 0.
Beweis. Es sei w' € W' beliebig. Wegen Y/ € L(V, W) gilt v' € V', wobei

V'(v) =w'(Y]v), veV.

s

Wegen
Yo =YX+ R, telsT)
folgt
"(X, Y'X,
lim sup —’U( ;)| = lim sup w'(—s ; )‘
ts |t — s[> tls |t — s[?

. Vi Xt Yy R
< limsup |w'|——=~ o < w| hmsup— + lim sup TR < 00.
tls |t — 5|2 ts [t —s[* s [t — s[>

Da X im Punkte s rauh ist, folgt v’ = 0, und damit w'(Yv) = 0 fiir alle v € V. Da
w’ € W’ beliebig gewesen ist, folgt
w (Y/v) =0 fiirallev €V und w' € W'

Also gilt Y/v = 0 fiir alle v € V, und damit Y, = 0. O

Satz 6.2.5 (Eindeutigkeit der Gubinelli-Ableitung). Es sei X € C* wahrhaftig rauh,
und es seien (Y,Y"), (Y,Y') € 93*. Dann gilt Y' =Y.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine dichte Teilmenge D C [0,77], so dass X
fiir jedes s € D rauh zur Zeit s ist. Wir setzen Z' := Y’ — Y. Es sei s € D beliebig.
Dann gilt

V!X, =Y + R, =Y/X,, tel[sT)
und es folgt
Z'X,, =0, telsT)
Es sei w' € W’ beliebig. Wegen Z! € L(V, W) gilt v' € V', wobei
v'(v) =W (Zw), veV.
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Es folgt

"X, 7' X,
limsupM:limSUp‘w'( - Qt )’:O.
ns |t — sl s |t — s

Da X im Punkte s rauh ist, folgt ' = 0, und damit w'(Zjv) = 0 fiir alle v € V. Da
w’ € W' beliebig gewesen ist, folgt

w'(Zw) =0 firalleveV und w' € W',

Also gilt Ziv = 0 fiir alle v € V, und damit Z{ = 0. Da s € D beliebig gewesen ist,
folgt wegen der Stetigkeit von Z’, dass Z’ = 0; das heifit Y’ =Y. ]

Bemerkung 6.2.6. Also hdngt das Gubinelli-Integral

/ Y, dX,
0

tatsichlich nur von X = (X,X) € €° undY € 9% ab, sofern X wahrhaftig rauh ist.

Satz 6.2.7. Es sei X = (X,X) € € ein rauher Pfad, so dass X an einem Punkte
s € [0,T) rauh ist, und es sei (Y,Y') € 9%, so dass

lim sup [ Zs.|
s |t — s[> ’

wobes

Z::/stXs.
0

Dann gilt Yy = 0.

Beweis. Nach dem Satz von Gubinelli (Satz 4.3.9) gilt (Z, Z') € 23, wobei Z' :=Y .
Nun folgt mit Satz 6.2.4, dass Y; = 0. O

Satz 6.2.8. Es sei X = (X, X) € €%([0,7],V) ein rauher Pfad, so dass X wahrhaftig
rauh ist, und es seien (Y, Y"), (Y,Y") € 23((0,T], L(V,W)) und Z, Z € C([0,T], W),

so dass
/}{nger/sts:/f{nger/sts.
0 0 0 0

Dann gilt (Y,Y") = (Y,Y") und Z = Z.

Y
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Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine dichte Teilmenge D C [0,77], so dass X
fiir jedes s € D rauh zur Zeit s ist. Es sei s € D beliebig. Wegen a < % existieren
Konstanten C, K > 0, so dass fiir alle ¢ € s, T] gilt

t t
/ (Y, - Y,)dX, = / (Z, — Z,)dr < C|t — s| < K|t — s|*.

Also folgt mit Satz 6.2.7, dass Y, = Y,. Da s € D beliebig gewesen ist, folgt wegen
der Stetigkeit von Y und Y, dass Y = Y. Nach Satz 6.2.5 folgt Y’ = Y”, das heifit

(Y,Y") = (Y,Y”). Nun folgt
/stxsz/ffsdxs,
0 0

/sts:/sts.
0 0

Also folgt auch Z = Z. O]

und daher

6.3 Die Brown’sche Bewegung

Essei B = (Q,.%,F, P) eine stochastische Basis, und es sei B eine R%-wertige Brown’sche
Bewegung.

Lemma 6.3.1 (Gesetz des iterierten Logarithmus fiir die Brown’sche Bewegung).

(a) Fliir jedes t € Ry gilt P-fast sicher

B
lim sup M =/2.
hi0 hinln(;)

(b) Fiir jedes t € Ry und jedes v € R mit |v| = 1 gilt P-fast sicher

B
lim sup L0 Bl S 5
hi0 hlnln(})

Satz 6.3.2. Es sei o € [4,3) beliebig. Dann ist B € C* wahrhaftig rauh bis auf
Ununterscheidbarkeit.
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Beweis. Nach Satz 3.2.6 gilt P-fast sicher B € C*. Wir setzen
S:={veR?:|v|=1}.

Wir werden zeigen, dass fiir alle s € Ry und 6 € [1,1) im P-fast sicheren Sinne gilt

=o0 firallev e€S.

Wir definieren die Funktion ¢ : (0,€) — (0, 00) durch

w(h) = y/hInln (%)

Es sei ¢ := v/2. Nach Lemma 6.3.1 gilt P-fast sicher

lim sup | Ba| =
ts  Y(t—5)

und fiir jedes v € S gilt P-fast sicher

By
lim sup [v, Bol > c.

tls 1/1@ - 5) o
Es existiert eine dichte, abzidhlbare Teilmenge K C S. Weiterhin existiert eine P-
Nullmenge N C €, so dass fiir alle w € N¢ gilt

: | Bst(w)]

limsup ————= =g¢,
tls w(t - 3)

i sup (2 B 2)ae

tls w<t - 5)

>c¢ fiiralleve K.

Nun seien w € N und v € S beliebig. Dann existiert eine Folge (v, )nen C K, so dass
v, — v. Es gilt fiir alle n € N

(Un, Bsa(w)) _ (v, Bs(w)) _Bsuw)]
Wi-s) = wl-s) ey
Es folgt fiir alle n € N
(Un; Bst(w)) (v, Bst(w))

Bsi(w)]
—s)

¢ < limsup < limsup + lim sup |v,, —

|Bs,
tls w(t - 3) tls ¢(t - 5) tls U‘ ¢<t



74

Daher, und da

. | Bs,t(w)]
lim sup —= =c,
s Ut —s)
folgt
B
¢ < limsup M
s Pt —s)

Also existiert eine Folge (,,)neny mit ¢, | s, so dass

M>c—l n €N

U(t, —s) — n’

Nun definieren wir L : (0,€) — (0, 00) durch

Dann gilt limy,o L(h) = oo, und wegen 6 > % folgt

(0, B (@D _ [0, Bs (W) $(tn = 5)
|t — s/’ (tn —s)  |tn —s]°

1
> (c — —) |t — s|%_‘9L(tn —5) = 00
n

fir n — oo.



Kapitel 7

Operationen auf rauhen Pfaden

7.1 Zusammenhinge zwischen rauhen Pfaden und
reguliren rauhen Pfaden
Lemma 7.1.1. Fiir jedes X € C* gilt (X, X') € 2%, wobei X' = 1dy € L(V).
Beweis. Es gilt X € C* und X’ € C*. Auflerdem gilt
R, =X, — XXy =0, s,tel0,T)
0

Satz 7.1.2. Es seien X = (X,X) € 4°([0,T],V), (Y,Y") € 2%([0,T], L(V,W))
und (Z,2") € 232([0,T1,V).

(a) Das W -wertige rauhe Integral
t ‘ .
/5 Y, dZ, = |1111|r_r)10 [u%n (YuZu,v + YuZuXu,v)
existiert.

(b) Fir alle s, t € [0,T] gilt

t
\ [ ¥z =¥.2y = V2| < CUXall R o + K aa V21 = o

mit einer Konstanten C' = C(«) > 0.

Beweis. Folgt aus dem Sewing Lemma (Lemma 4.2.4). Der Beweis verlauft &hnlich
wie der des Satzes von Gubinelli (Satz 4.3.9). O

5
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Bemerkung 7.1.3. In Satz 7.1.2 gilt

Y, € L(V,W),

Yy e L(V,L(V,W)) = L(V&V,W),

Z, €V,

Z, € L(V,V),
und wir betrachten Z! als Operator Z' € L(V @ V,V ®@ V), wobei wir setzen Z'(v; @
vg) = v1 ® Z'(vg) fir alle vi,vy € V.

Bemerkung 7.1.4. Fulls Z = X und Z' = 1d, dann stimmt rauhe Integral aus Satz
7.1.2 mit dem aus dem Satz von Gubinelli (Satz 4.3.9) tberein.

Satz 7.1.5. Es sei X = (X,X) € €°([0,T],V). Zu jedem (Y,Y') € 22*([0,T], W)
existiert ein Y : [0, T)> = W @ W, so dass Y = (Y,Y) € €*([0,T], W).

Beweis. Nach Satz 7.1.2 existiert das W ® W-wertige rauhe Integral

t
Y, ®@dY, = li Y, ®Y.,. Y @ Y)NXu0).
[reminn, 3 pror. 0t rm

Hierbei gilt Y € L(V, W), und Y, ® Y, € L(V @ V,IW ® W) ist gegeben durch
Y,oY)(veo) =Y. (v) Y. (D), v,0eV®V.

Wir setzen

t t
Ys,tzz/ YS,T®dYT:=/ Y, ®dY, — Y, @Y,

S

Dann gilt
Y., = li / / .
s,t hlil Z (Y:S,u ® Yu,v + (Yu ® Yu)xu,v)
[u,v]€ll
Nach Satz 7.1.2 gilt
(5,t) = Yy, — (Y @ Y)X,, € C,

und daher ||Y||2, < co. Nun seien s < r < t beliebig. Es sei II; eine Partition von
[s,7], und es sei IIy eine Partition von [r,¢]. Dann ist II := II; UII, eine Partition von

[s,t]. Wir setzen
D You ® Y,

[u,v] €Il

Y= ) (Vi@ V)XKy,.

[u,v]€ll
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Dann gilt
Yi,t - Yi,r - le",t
= Z (Ys,u X Yu,v) - Z (}/s,u X Yu,v) - Z (}/T,u 0% Yu,v)

[u,v]€Il [u,v]€lly [u,v]€ll
= Z ((Yt@,u - Y;,u) ® Yu,'u) = Z (Y;,r & Yu,v) = Y;,r X Y;’,t
[U,U]EHQ [u,’u]EHQ
und
Yo - Yo, - Y
= Z (Yz: ® YDXWJ - Z (YJ ® YzDXu,v - Z (Y; ® Yu/)Xu,v = 0.
[u,v]€ll [u,v]€lly [u,v]€lls
Also gilt die Chen-Gleichung, und damit (Y,Y) € €*. O

Satz 7.1.6. Fir jedes X = (X,X) € €*([0,T),V) existiert eine stetige, injektive
(nichtlineare) Abbildung

Tx : (gg(a([()?T]?W)v ||| ' |||X,2a) — ((ga([[)?T]’W)’ Qa)-

Beweis. Zur Erinnerung:

1Y, Y)llx2a = 1Yo + |1 BY [l2a,

YY) lx 20 = Yol + Yol + 1Y, Y[ x 20-
Wir berechnen ||Y|o + [|Y]|2q. Es gilt

Yol < (V] @ V)Xol + CIY [lall B |20 + (Y] @ V)Xo tll2allYlla) [t — s>
Ausserdem gilt
Yoo < CHIY,Y) llx 20 -

Nun benutzen wir Lemma 4.3.4 zur Abschaetzung von ||Y||,. O
Bemerkung 7.1.7.

(a) Das rauhe Integral [ Z,dY, gemify des Satzes von Gubinelli (Satz 4.3.9) exi-
stiert fir Y = (Y,Y) € €°([0,T],W) und (Z,2') € 2%([0,T], L(W,W)). In
diesem Fall ist das Integral W -wertig, und es gilt Z € C*([0,T), L(W,W)) und
7' € ¢([0,T), L(W, L(W,W))), wobei L(W, L(W,W)) — L(W @ W, W). Das
Integral ist gegeben durch

t
=, T ~ 1!
/0 Zay, = lim, %;H (ZuYaw + 20,00
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(b) Das rauhe Integral [, Z,dY, gemifs Satz 7.1.2 existiert fiir (X, X) € €*([0,T],V),
(V,Y") € 23210, T|,W) und (Z,Z') € 23([0, T), L(W,W)). In diesem Fall ist
das Integral W -wertig, und es gilt Y € C*([0,T],W), Y' € C*([0,T], L(V,W)),
wobei L(V,W) — LV @ V.,V @ W), und Z € C*([0,T],L(IW,W)), Z' €
ce([0, T), L(V, L(W,W))), wobei L(V, LW, W)) — L(V @ W,W). Das Integral
1st gegeben durch

t
1 AV
/0 stYs - |11[1|I£0 [u%n (ZuYu,v + ZuYuXu,v>'

Satz 7.1.8. Es seien (X,X) € €°([0,T],V), (V,Y') € 25([0,T],W) und Y =
(Y,Y) € €%([0,T], W) gemdafs Satz 7.1.5. Weiterhin sei (Z, Z") € 2¢*([0,T], L(W,W)).
Wir setzen Z = Z und Z' := Z'Y".

(a) Es gilt (Z,2") € 222([0,T], LW, W)).

/ Z.dY, = / Z.dY,.
0 0

Hierlzez‘ bezeichnet fo ZdYy das rauhe Integral gemdfs Satz 7.1.2, und fo ZSdYS
das W -wertige rauhe Integral gemdfs des Satzes von Gubinelli (Satz 4.3.9).

(b) Es gilt

Beweis.
(a) Es gilt | Z]la = |Z]la < 00 und |Z’]|a < |Z|a]|Y’|los < oo. Weiterhin gilt
RY, =Y, —Y/X,y,
R, = Zow = 2,
und
RY, = Zsy — ZiXoy = Zoy — Z.Y! X
— (Zoy — ZWYy) + Z.(Yay — Y!X,,) = RZ, + Z.RY,.
Es folgt || RZ||2e < 00, und damit (7, Z') € 23°.
(b) Es gilt
t ~ ~ ~
/ Z.dY, = lim (ZYuw + 7Y )
0

[TI|—0
[u,v]€ll



und

t
/ Z,dY, = lim (ZuYo + ZLY!X,00)
0 =0 [u,v]€ll 7 7

T ~ 4R VAV
= 1111130[ z};ﬂ (ZuYoo + ZLYYIX00).

Nach Satz 7.1.2 gilt
(5,t) = Y., — (Y@ Y))X,, € C*.
Hierbei beachten wir, dass

YIViXo = (Y] @ )Xo,

Es folgt
> (2w = ZYYVXL)| < 1Z0C Y o —uf*
[u,v]€Il [uv]ell
< 12| CIT* ! Z v —u| — 0 fiir [II] — 0,
[u,v]€Il
=T
da 3a > 1.

Bemerkung 7.1.9. Es seien % <p<La.
(a) Es gilt €% — €.
(b) Fiir jedes X € €* gilt 2% — 93
Beweis.

(a) Aus || X ||a, [|X]J20 < oo folgt || X |5, [|X]l2s < oo
(b) Aus [V ||a, [[Y[las | RY [J2a < 00 folgt [Y[l5, [Y'[l5, | RY [l25 < oo

Lemma 7.1.10. Die Abbildung ¢ : C** < 23 gegeben durch /Y = (Y,0) ist eine

lineare isometrische Einbettung.

Beweis. Es gilt Y € C?* € C* und 0 € C®. AuBerdem gilt RY =Y € C?*. Also gilt

(Y,0) € 23. Die Abbildung ¢ ist linear. Auflerdem ist sie eine Isometrie, da

1Y [ x20 = (Y, 0) [l x.20 = [Yol + [[(Y,0)]|x,20
= [Yo| + [|RY [|l2a = [Yo| + [V [l2a = Y [||2 -
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7.2 Verkniipfung mit glatten Funktionen

Satz 7.2.1. Es seien X € C*([0,T],V), (Y,Y") € 2%([0,T],W) und ¢ € C(W,W).
Wir definieren (YY) := Dp(Y)Y".

(a) Bs gilt (oY), o(Y)) € Z3((0,T], V).
(b) Fiir eine weitere Funktion <) € CZ(W, W) gilt
(Wo@)(Y), (o p)(Y)) = (¥(e(Y)), d(e(Y))).
Beweis.
(a) Es gilt
(Y1) = o(Yo)l < [DpllolYe = Ya| < [[Dollocl[Y llalt — sl
und daher Y € C%, und es gilt

[p(Yy) — o(Ys)'| = [Dp(V1)Y] — Dep(Y)Y]|
< |Dp(Y)(Y{ = Y))| + |[(De(Y;) — Dp(Y5))YS|
<1 Dglloo] Yy = Y| + [[Y[[oo| Dp(Yy) — Dp(Y5)]
< (ID@lloo 1Y o + 1Y [lo 1 D [loo 1Y Nl [t = 51,

und daher Y € C*. Weiterhin gilt mit dem Satz von Taylor

|RY,| = |¢(Yss) — Dp(Ys) Y] X,
< (Y = Ys) — Do(Ye) (Y, = Yo)| + | Do(Ys) (Yeu — YiXs4) |
~—_—— ——

—RY,
< SID%elllY; — Vil + Dol | R,
< %||D2%0||oo||y||i|t = 5" + | Dlloo | BY [l 2alt — sI**,
und daher ||RY ||2o < co. Insgesamt folgt (o(Y), o(Y)') € 222

(b) Nach der Kettenregel gilt

(Y o)(Y) = Do) (Y)Y = Dy(p(Y))Dp(Y)Y”
= DY(p(Y))p(Y) = 9(0(Y))"
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Korollar 7.2.2 (Leibnizregel). Es sei X € C*([0,T],V). Weiterhin seien (Y,Y') €

2%([0, T),W) und (Z,2") € 23([0,T),W). Weiterhin seien f € CZ(V,W), g €
CXHV,W) und B € LA(W x W,V). Dann gilt (U,U") € 2%([0,T],V), wobei U =
B(f(Y),9(2)) und U" = B(f(Y),9(Z)) + B(f(Y),9(2)").

Beweis. Es gilt ((Y,2),(Y',Z2") € 22¥([0,T],W x W). Also folgt die Leibnizregel
aus Satz 2.2.7 und Satz 7.2.1. ]

Lemma 7.2.3. Es seien X € C*([0,T],V), (Y,Y") € 222([0,T], W) und ¢ € CZ(W,W).
Es sei M > 1 eine Konstante, so dass

(Y, Y")]|x 20 < M.

Dann ezistiert eine Konstante C = C(T,«) > 0, die gleichmdfig beziiglich T < 1
gewdhlt werden kann, so dass

(), o)) x20 < OMlellep (1 + 1) (1¥5] 4 1Y) 120 )-
Beweis. Zur Erinnerung;:
1YY" x20 = 1Y lla + | B [|2a-
Wir haben bereits gesehen, dass
le(¥) lla < 1D ) loollY e + 1Y Nl I D* (Y ) loc Y
IRFM) o0 < %HDQ@HOOHYHi + 1Dl /| B 120
Es folgt

1Y), oY) )Ix 20 = 9 ) la + 1 BZY 20
< 1D loolIY Nl + 1Y oo D% (Y ) loc Y [l

1
+ S ID%@llo [V 1IG + 1Dl B [l20-
Auflerdem gilt
Yoo < CUY1+ Y]],
und nach Lemma 4.3.4 gilt

Ylloe < G+ [ X o) (V5] + 1Y, Y] x.20)-
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7.3 Stabilitidt von Verkniipfungen

Satz 7.3.1. Es seien X = (X,X),X = (X,X) € €%, (YY) € 2% und (Y,Y") €
.@)220‘. Wir setzen

(Z,7') = (o(Y),p(Y)) € D%,
(2,2") = (o(Y),0(Y)) € 2%

Es sei M > 1 eine Konstante, so dass

(Y, Y") [l x 20 < M,
YY) 5 00 < M.

Dann gilt die lokale Lipschitz-Abschdtzung
Ay 5.2a((2,2),(2, 7)) < Cur (00X, X) + Yo = Yl + Y] = 7|
g a (YY), (V7))
und
12 = Zlla < Cor(0a(X,X) + Yo = Yol + 1] = ¥ 4 dy g0 (V,Y), (V. 17)))

mit einer Konstanten Cyy = C(M, T, a, ) > 0.

7.4 FEine weitere Version der Ito-Formel

Lemma 7.4.1. Es sei A : [0,T])> =V, so dass ||Al|s < oo fiir ein > 1. Dann gilt

li Ay, =0.
\H1|IE>10[ Z ’

u,v|€Il

Beweis. Es gilt

> A

[u,v]€ll

<C DY jo—uf<omft Y jo—ul =0
[u,v] €Il [u,v]ell

—————
=T

fiir [II) — 0. O
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Satz 7.4.2. Es seien X = (X,X) € €°([0,T), V), (Y,Y") € 2%([0,T],V), (Y',Y") €
23%([0,T), L(V)), T € C**([0,T],V), so dass Y € C*([0,T],V) gegeben ist durch

Y :/ Y!dX, +T.
0

Weiterhin sei F € C3(V,W). Dann gilt
t t
F(Y) = F(¥p) + / DF(YV)Y/dX, + / DF(Y,)dr,.
0 0

ERE
0

Hierbei ist das 1. Integral ein wohldefiniertes Gubinelli-Integral, und die beiden ande-
ren Integrale sind wohldefinierte Young-Integrale.

Beweis. Nach Satz 7.2.1 gilt (F(Y), F(Y)") € 23*([0,T], W), wobei
FY) =DFY)Y"
AuBerdem gilt (F(Y)', F(Y)") € 23([0,T], L(W)), wobei
F(Y)" = D*F(Y)(Y",Y') + DF(Y)Y".

Folglich existiert das Gubinelli-Integral
/ DF(Y,)Y!dX,.
0

Die beiden Young-Integrale existieren nach Satz 4.1.1, da DF(Y) € C*, T € C** und
D*F(Y)(Y",Y") € C*, [X] € C?.
Nach dem Satz von Gubinelli (Satz 4.3.9) gilt
Yu,v = YfL:Xu,v + YfL:/Xu,v + Fu,v + Au,v

mit einer Funktion A : [0,7]? — V, so dass ||Al|3, < 0o. Nach Satz 7.1.5 existiert ein
Y:[0,7] = V®V,sodass Y = (Y,Y) € €*([0,7],V). Nach Korollar 5.3.15 gilt

F(Y,) = F(Yy) + / DF(Y,)dY, + = / D*F
= lim Z DF(Y)Yuv+D2 (Yu)Yuv)
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Es gilt
(u,v) = Yo, — YIY/X,, € C*.

Weiterhin

[Y]uo = Yio @ Ve, — 2Sym(Y,,)
= (Y Xy + Y, Xiw + Lo+ Aup) @ (Yo Xyo + Yy Xuw + Lup + Ayyy) — 2Sym(Y,,)
=YY (X ® Xup — 2Sym(Xyp)) + Zuw
= YU/,Y’U/,[X]U,U + Zu,v

mit einer Funktion Z : [0,T]? — V, so dass || Z]|34 < c0. Nun folgt mit Lemma 7.4.1

F(Y;) = F(Yp) + lim (DF(YU)(YW —Y/Xuy) + DF(Y,)Y)/ X0 + DQF(Yu)Yu’YJXU,U)

+ lim Y DF(Y,)T M+ lim Z D*F(Y,) (Y, V) [ X] -

[u,v]ell [uv]e

Also

F(Y;) /DF YdX+/DF

N | —

n / FY)(YLYDAX],, te[0.7)



Kapitel 8

Rauhe Differentialgleichungen

8.1 Young-Differentialgleichungen
Es sei X € CP([0,1],V) fiir ein 8 € (3,1], und es sei f € CL(W,L(V,W)). Wir
betrachten die Young-Differentialgleichung

{dYt = f(V)dX,
Yo = &

Definition 8.1.1. Es sei & € W beliebig. Ein Pfad Y € C*([0,1], W) mit a > 0, so
dass o+ 3 > 1, heifsit eine Losung der Young-Differentialgleichung mit Yo = &, falls

Yt=£+/0tf(Ys)dXs, te 01

Bemerkung 8.1.2. Es gilt f(Y') € C*([0, 1], L(V,W)), denn
|f(Y) = F(YO) S IDflloolYi = Y| S ID flloollY [lalt — s]*.
Lemma 8.1.3. Es sei Y € C*([0,1], L(V,W)) mit « > 0, so dass o+ 5 > 1. Dann

gilt [, YsdX, € C*([0,1], W) mat
\ [ Yeax.| <Ol 1Y o) X, T (0.1
0 Bs[0,T7]

mit einer Konstanten C' = C(a, 5) > 0.
Beweis. Siehe Blatt 6, Aufgabe 1(c). O

Lemma 8.1.4. Es seien f € C2(W,W) und T < 1. Weiterhin sei K > 1 gege-
ben. Dann existiert eine Konstante C' = Cy x > 0, so dass fir alle X,Y € C* mit
HXHoc;[O,Th HYHoc;[O,T] < K gilt

IF(X) = £ lagorry < Cl ez (1Ko = Yol + 1X = Y lasom).

85
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Beweis. Wir definieren g : W x W — L(W, W) durch

1
sa)i= [ D+ (1=
Dann gilt ||g]lco < ||Df|loo. Auf W x W betrachten wir die Norm
(@, 9)lwxw = [z] + |y
Es sei t € [0,1] beliebig. Der bilineare Operator B, : W x W — W,
By(z,y) ==tx+ (1 -ty
ist stetig, denn

[Bi(, y)| = [tz + (1 = t)y| < tlz|+ (1 =)y < |z + |y| = [(z, y)]

Es gilt
1
g@w:/DﬂM%w%
0
1
mmmz/D%@@wwa@ww
0
Also gilt
1Dglloe < D flloo.
Es folgt

l9(z,9) = 9(&, )| < |1D*fllo(| = Z[ + |y — 31).
Nach dem Satz von Taylor (Satz 1.1.47 mit n = 1) gilt

f(Xy)—f)=fYVi+ (X, —Y,)) — f(Y))

= /1 Df(Y; +v(Xe — Y)))(Xe — Yi)dv

1
:/ DFWX, + (1 — 0)Y)dv (X, — V).
0

F(X)se = F(YV)s = (f(Xe) = f(Xs)) = (f (V) = f(¥5))
= (f(Xe) = f(V)) = (f(Xs) = (V)

_ /1 Df(uX, + (1 = 0)Yy)dv (X, — ;) /1 Df(uX, + (1 — 0)Y2)dv (X, — Y.)
= g(Xt> Y;f)(Xt - Yl-f) - g(Xs> Y;)(Xs - Y;) = g(Xt7 Y;f)At - g<Xs> Y:G)Asa
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und daher

|f(X)se — F(Y)sul = [9(Xe, Vi) Ap — g( X, Ys) Ay
= 9(Xe, Y (AL = Ag) + (9(X4, V) — (X, Y5)) A
< ||Df||OO|Xs,t - Y:97t| + ||D2f||00(|Xs,t| + |Yst|)|Xs - Y5|
< (IDflloollX = Yla + 2K[ID? flloo | X = Y [locsjo,m) It = s

Wegen T' < 1 gilt
X — YHOO;[O,T] < [Xo — Yol + [|X — Y”a;[O,T}v
und die behauptete Abschétzung folgt. O

Satz 8.1.5. Essei X € C?([0,1],V) fiir ein B € (3, 1], und es sei f € CZ(W, L(V,W)).
Dann existiert zu jedem & € W und jedem o € (%, B) eine eindeutig bestimmte Losung
Y € C*([0,1], W) der Young-Differentialgleichung mit Yy = .

Beweis. Fir T € (0,1] und definieren wir

dp - C([0,T], W) — CP([0,T], W) C ([0, T], W)

durch
Dr(Y) =€+ /O V)X,
Hierbei haben wir die Struktur
O C([0,T], W) SN C([0,T], L(V,W)) if) C?([0,T], W).

Wegen 3 € (%, 1] und a € (%, B) gilt auflerdem a+ 3 > 1, so dass die Young-Integrale
wohldefiniert sind. Wir definieren den affinen Unterraum

E:={Y eC([0,T],W):Y, = ¢}
und die Kugel
B:={YeE:|Y|.<1}.

Dann ist (B, d) versehen mit der Metrik d(Y,Y) = ||Y — Y|4 ein vollstéindiger metri-
scher Raum. Fiir die folgenden Rechnungen beachten wir, dass

X € CP([0,1],V) c C*([0,1],V) und || X < || X]sT7
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Nach Lemma 8.1.3 gilt fiir alle Y € B

[@7(Y)llo < C1(lf(Yo)| + [F ) ) 1X |
< AT+ DAY IDIX o
< C1([lfllse + DS o)X Nla < Cull Flleg 1 X 1T

mit Cy = Cy(a, 3). Weiterhin gilt fiir alle Y,Y € B nach Lemma 8.1.3 und Lemma
8.1.4mit K =1

d(@r(Y), 2r(Y)) = [|@r(Y) — @1 (Y ||a_H/ (Yo))dX,

< Co(| £ (Vo) = FOO) + I1F(Y) = f(V)la )IIXHa

< Co(If(Yo) — fF(Yo)| + C3||f||cg(|yo = Yol + [|Y = Y][a) IX]|a
= CoCs| flle2lY = Yllal X 1o

< CoCs| Flle2 IX 5T Y =Y la

[0}

mit Cy = Cy(a, f) und C3 = Cs(a, ). Wir setzen C' := max{C},C2C3}. Dann gilt
fiir

1 .
Ty i= T(f, 0, 8, X) = <2C’||f||cg||X||B> |

dass @7, : B — B eine Kontraktion ist. Nun benutzen wir den Banach’schen Fix-
punktsatz. 0
8.2 Rauhe Differentialgleichungen

Es sei X = (X,X) € ¢°([0,1],V) ein rauher Pfad fiir ein @ € (3, 3], und es sei
f € C3(W,L(V,W)). Wir betrachten die rauhe Differentialgleichung

{dYt = f(Y;t)dXt
Yo = &

Definition 8.2.1. Es sei & € W beliebig. Ein Pfad (Y,Y") € 23([0,1], W) heifit eine
Losung der rauhen Differentialgleichung mit Yy = &, falls

n=s+/0tf<ys>dxs, Lol

wobei das Integral im Sinne des Satzes von Gubinelli (Satz 4.53.9) gemeint ist.
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Bemerkung 8.2.2. Nach Satz 7.2.1 gilt (f(Y), f(Y)) € 23([0,1], L(V,W)).

Lemma 8.2.3. Es seien X € C*([0,T],V) und G € 22([0,T],L(W,W)), H €
2%([0,T),W).

(a) Es gilt (GH,(GH)") € 2%([0,T), W), wobei
(GH) =G'H+ GH'.
(b) Es ezistiert eine Konstante C' > 0, so dass
N(GH(GHY) |20 < C1Gol + |Gyl + (G, &) 20 )
< (1Hol + [Hp| + | (H. H)|x20 ).
Satz 8.2.4. Es sei X = (X,X) € €°([0,1],V) fiir ein 8 € (%,%), und es sei f €

CE(W, L(V,W)). Dann ezistiert zu jedem & € W eine eindeutig bestimmte Ldsung
(Y,Y") € 22°([0,1], W) der rauhen Differentialgleichung mit Yy = €.

Beweis. Wir wihlen ein o € (3,) mit # < 3a. Damn gilt X € €7 C ¢°. Fir
T € (0,1] definieren wir ®7 : 22%([0, T], W) — 23([0,T], W) durch

ey o= (64 [ 700X, 1)),
Hierbei haben wir die Struktur
Or - 22([0,T), W) =L 22([0, 1), LV, W) ‘57 22210, 77, W),
Wir definieren den affinen Unterraum
E:={(Y,Y") € 2([0,T],W) : (Yo, Y5) = (&, f()}
und die Kugel
B={Y,Y) e E:[(YV.Y)|x2 < 1}.
Dann ist (B, d) versehen mit der Metrik
d((Y.Y"), (YY) = [(Y,Y") = (Y, Y")|x2a

ein vollstdndiger metrischer Raum. Wir setzen M := 1+ || f||«. Es sei (Y,Y') € B
beliebig. Wegen Y] = f(§) gilt

Yol + (Y, Y )]lx 20 < M.
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Nach Lemma 7.2.3 gilt

1Y) F(Y))llx 20 < CMI|flloz (V5] + 1YYl x20) -
Nach dem Satz von Gubinelli (Satz 4.3.9(c)) gilt

H ( /0 | f(Ys)dXs,f(Y))

Wegen

S NFO) e+ 1) Mool Xl2a

X, 2«

o+ C (XUl + X0 £ (Y Y ]

1F(Y) oo < [£OY) ]+ 1F(Y)]la und
IO, FO) )z = I lla+ IRI |2

|(f soraxsm)]

< 17+ € (OB + 1) A0 e X+ 1)
< IOl + C(LFOD T+ 1) SO 20 ) T,

wobei die Konstanten C' = C(«, 5, X,X) > 0 von Zeile zu Zeile verschieden sein
koénnen.

folgt

Invarianz: Fiir (Y,Y”’) € B gilt

1F ) lla < 1 fllcp 1Y Nlas
[f(Yo)| = IDf(Yo)Yg| = DS < IF1Es,
und daher

”(I)T(Y> Y/)HX,ZQ =

(Yo)dXs, f(Y)

X, 2«

= 1) lla + € (1FOD) |+ IO YY) e ) TP

< Uy Y lla + € (112 + OMI flloz (Y51 + 1Y Yl x20) ) 7772
Es gilt Y, = th + Y/ X, und daher

Yeel <Y ]so|Xotl + IR |l2alt — s[>
< (1Yl + 1Y) IX MIglt — 517 + | RY [|alt — s[**.



91

Wegen a < f < 2a gilt

T?* < T8 <TF 2 und
IRV < (Y. Y")||x2q < 1,

und es folgt
¥l < (19514 100 YDl X575 4 | R [T

< (1 oo + 1)1 Y5 + 1) T,

Insgesamt folgt

127 (Y, ")l x20 < ClFlleg (1 loe + DT+ CM (11 £ 125 + 1 Fllcz (1w + 1)) T,
Also 148t &, — fiir Ty € (0, 1] klein genug gewahlt — die Kugel B invariant.

Kontraktion: Es seien Y,Y € B beliebig. Wir setzen A := f(Y) — f(Y). Dann gilt
(wie oben)

d(Pr(Y,Y"), (Y, Y")) = || 22(Y,Y) = (Y, Y")| x 24

[ saxs
0 X2«

< 1Al + € (1851 + 1A, A |20 ) 77
< I lleg Y = ¥lla + CIA, A x0T

Wegen Yy, — Y, = RY, — th + (Y =YX, gilt (wie oben)

IV = Vo < [V = V[l X 577 + | R = RY [lp0 T
<CT (Y =), (Y, Y")||x 24
= CTPd((Y,Y"), (Y, Y")).

Nun zeigen wir, dass
(A, A) | x20 < Cd((Y,Y"), (Y, Y)).
Ahnlich wie im Beweis von Lemma 8.1.4 gilt A, = G,H,, wobei

Gy :=g(Y,,Y,) und H,:=Y,-Y,
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mit einem g € Cf, so dass [|gllcz < C||fllcz. Wir setzen
G'=g(Y,Y) = Dg(Y,Y)(Y", Y
= Dyg(Y,Y)Y' + Dyg(Y, Y)Y’
wobei

Dyg(y,9)Y = Dg(y,5)(y,0) und
Dyg(y, )Y := Dg(y, 5)(0, 7).
Nach Satz 7.2.1 und Lemma 7.2.3 gilt (G,G’) € 23 und
(G, Glxz2a < Cllflles-
Wegen Hy = 0 und Hj = 0 folgt mit Lemma 8.2.3

1A, A x20 < C(1Gol + 1G] + (G Gllxaa ) ICH, H') .20
< C(llgllo + llglley (1551 + 1951 + Cll ez ) A((¥, Y, (¥, 7))
< C(Iflley + 1 llczUf oo + 1 Fllse) + CllFlley ) A((Y V), (7, 1)

Also ist &, : B — B — fiir T € (0, 1] klein genug gewéhlt — eine Kontraktion.

Losung liegt in 25: Bisher haben wir eine Losung Y € 23([0,1], W) konstruiert.
Dies bedeutet

Vi, ]) = (5+ /0 tf(Ys)dXs,f(Yi)), teo,1]
Es gilt jedoch
23(10,1], W) € 23((0,1], W).
Wegen Yy, = Y/ X, + R}, gilt
Vol < Y7 loo | Xl + RS-

Wegen X € C% und RY € C?>* C CP (da B < 2a) folgt Y € CP. Nun folgt Y/ =
f(Y) € CP. Nach dem Satz von Gubinelli (Satz 4.3.9(b)) gilt

B = W= VXl = | [ 0%, = )X,

<NY oo Kt| + Zis s

mit Z € €3 ¢ ¥, da 28 < 3. Wegen X = (X, X) € €7 gilt X € C2°, und es folgt
|RY |25 < oo. Insgesamt folgt Y € 237([0,1], W). O
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Bemerkung 8.2.5. Fulls f € C3*(W, L(V,W)), so existiert eine eindeutig bestimmite
lokale Liosung.

Bemerkung 8.2.6. Satz 8.2.4 lafit sich fiir rauhe Differentialgleichungen der Form

{dYt — fo(YDdt + f(Y))dX,
Yo = ¢

mit einer Lipschitz-stetigen Funktion fo: W — W und f € C3(W, L(V,W)) verallge-
meinern.
8.3 Stetigkeit der It6-Lyons-Abbildung

Satz 8.3.1. Es sei X = (X,X),X = (X,X) € €%([0,T],V) fir ein 8 € (41,
und es sei f € C3(W,L(V,W)). Weiterhin seien £, € W beliebig, und es seien
Y, Y') € 2¥(0,T],W), (Y,Y") € @;ﬁ([O,T],W) die gemaf$ Satz 8.2.4 eindeutig
bestimmten Lisungen der rauhen Differentialgleichung mit Yo = € und Yy = é Es sei
M >0, so dass

X5, 11X < M.

Dann gelten die lokalen Lipschitz-Abschditzungen
A0V, SO0 (F, £(7))) < Cur (16 = €] + 05(X. X))
und
1Y = V15 < Cu(le - €+ 05X, X))
mit einer Konstanten Cyy = C(M, 3, f) > 0.

Bemerkung 8.3.2. Also ist fiir ein fiziertes f € CP(W,L(V,W)) die Ité-Lyons-
Abbildung

Wxé =l (£X)=Y

stetig; genauer lokal Lipschitz-stetiq.



Kapitel 9

Stochastische
Differentialgleichungen

9.1 Ito- und Stratonovich-Gleichungen

Es sei (Q2,.#,F,P) eine stochastische Basis. Darauf sei B eine R%wertige Brown’sche
Bewegung. Weiterhin seien fy € C(R®,R®) und f € CZ(R®,R**?). Wir betrachten die
rauhe [to-Differentialgleichung

{dYt = fo(Yy)dt + f(Y;)dBI®
YE) = 57

die stochastische Ito-Differentialgleichung

{dYt — fo(Yi)dt + f(Y:)dB,
Y, = &

die rauhe Stratonovich-Differentialgleichung

{dYt = fo(Yi)dt + f(Yy)dBjtr
YO - 57

und die stochastische Stratonovich-Differentialgleichung

{cm — Yt + F(Yi) 0 dB,
Y = &

Definition 9.1.1. Es sei £ € W. Weiterhin sei Y ein stetiger, adaptierter Prozess.

(a) Y ist eine Losung der stochastischen Ito-Differentialgleichung mit Yy = &, falls
P-fast sicher

Y= &+ /0 foYa)ds + /0 F(Y)dB,, teR,.
94
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(b) Y ist eine Lisung der stochastischen Stratonovich-Differentialgleichung mit Yy =
&, falls P-fast sicher

Vimet [ s+ [ fonyoan., ter,.

Satz 9.1.2. Die Funktion fo : R® — R® sei Lipschitz-stetig, und es gelte f €
C3(Re,R*?). Weiterhin seien £ € R® und o € (%, 1) beliebig.

3732

(a) Es existiert P-fast sicher eine eindeutig bestimmte Léosung (Y,Y') € 22 der
rauhen Ito-Differentialgleichung mit Yo = &; diese ist auch eine Ldsung der
stochastischen Ito-Differentialgleichung.

(b) FEs existiert P-fast sicher eine eindeutig bestimmte Lisung (Y,Y') € 2% der
rauhen Stratonovich-Differentialgleichung mit Yy = &; diese ist auch eine Losung
der stochastischen Stratonovich-Differentialgleichung.

Beweis.

(b) Nach Satz 3.3.4 gilt P-fast sicher B3 € €. Also existiert nach Satz 8.2.4 (und
Bemerkung 8.2.6) P-fast sicher eine eindeutig bestimmte Losung (V,Y”) € 2%
der rauhen Stratonovich-Differentialgleichung mit Yy = &¢. Wir werden zeigen,
dass Y adaptiert ist. Dazu sei t € R, beliebig. Weiterhin sei n € N beliebig.
wir setzen d,, := 5. Dann ist

(Q,.F) = (RH*" T w i (Bys, (W))s—o

77777

messbar. Weiterhin ist
dy2"+1 a () x(n)
(R?) = (€, 0a), > (X', X))
mit der linearen Interpolation X ™ auf [0,¢] und
v
X ::/ XM ®dx™, wu,vel0,]
stetig. Folglich ist

B" = (B™,B™) : (Q,.F) (47" 00).

definiert gemé&fl Definition 3.3.8, messbar. Nach Satz 3.3.16 gilt P-fast sicher
B — BS"t in 4 und folglich ist auch

B - (Q,.7,) = (€7, 0a)
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messbar. Wegen der Stetigkeit der It6-Lyons-Abbildung (Satz 8.3.1) ist daher
auch die Abbildung

(cgga7 Qa) SN Ca7 BStrat — Y
messbar. Weiterhin ist
C* =R, [ f(t)

ein stetiges lineares Funktional, und daher messbar. Insgesamt folgt, dass Y,
beziiglich .%#; messbar ist. Da t € R, beliebig gewesen ist, folgt, dass Y adap-
tiert ist. Nun folgt mit Satz 5.2.1(b), dass Y eine Losung der stochastischen
Stratonovich-Differentialgleichung ist.

(a) Nach Satz 3.3.4 gilt P-fast sicher B € €. Also existiert nach Satz 8.2.4 (und
Bemerkung 8.2.6) P-fast sicher eine eindeutig bestimmte Losung (Y,Y”) € 2%
der rauhen It6-Differentialgleichung mit Yy = . Nach Lemma 3.3.2(a) gilt

. t —
Bl — By — TSId fiir alle s,¢ € [0, 7).

Also ist nach dem Beweis von Teil (b) der Prozess Y adaptiert. Mit Satz 5.1.1(b)
folgt, dass Y eine Losung der stochastischen It6-Differentialgleichung ist.

]

9.2 Der Satz von Wong-Zakai

Es sei T > 0 fest. Wir definieren die Wong-Zakai-Approximationen (B™), cy auf dem
Intervall [0, 7] wie in Abschnitt 3.3.

Satz 9.2.1 (Wong-Zakai). Die Funktion fo : R® — R® sei Lipschitz-stetig, und es
gelte f € CP(Re,R**). Weiterhin seien £ € R® und o € (3,3) beliebig. Es sei Y
die Lésung der stochastischen Stratonovich-Differentialgleichung mit Yo = &, und fir

jedes n € N sei Y™ die Losung der zufilligen gewohnlichen Differentialgleichung

{de = fo(Y)dt + f(Y;)dB"
Yo = &

Dann gilt P-fast sicher ||Y —Y"||, — 0.

Beweis. Nach Satz 3.3.16 gilt P-fast sicher B(™ — BSat in @ das heiit P-fast sicher
gilt 0o(B™,B) — 0. Wegen der Stetigkeit der It6-Lyons-Abbildung (Satz 8.3.1) folgt
P-fast sicher [|[Y — Y™, — 0. O



Kapitel 10

Gaufl’sche rauhe Pfade

10.1 Holder-Regularitit von Gaufy’schen Prozes-
sen

Es sei X ein stetiger, zentrierter Gauf’scher Prozess mit Werten in R
Bemerkung 10.1.1. Die Verteilung von X ist bestimmt durch die Kovarianzfunktion
R:[0,T]? = R™  (5,¢) — E[X, ® X|].

Definition 10.1.2. X heifit eine fraktionale Brown’sche Bewequng mit Hurst-Index
H € (0,1), falls

1
R(s.t) = [32H G 2H g 2| .

Bemerkung 10.1.3. Fiir H = % erhalten wir eine Brown’sche Bewegung mit
R(s,t) = min{s, t} - Id.
Zur Erinnerung: Es gilt

1
min{z,y} = §(x +y—|x—y|) firalezyelR.

Definition 10.1.4. Wir definieren allgemeiner

t

R: [0,T]2X2 —)RdXd, ( SS/ t/

) — E[X&t X X3/7t/].

Satz 10.1.5. Wir nehmen an, dass Konstanten o, M > 0 existieren, so dass

"(54)

Dann gilt fir jedes o € (0, QLQ), dass P-fast sicher X € C®.

< M|t — s|e.

97
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Bemerkung 10.1.6. Fualls 0 < 1, dann erhalten wir Hélder-Pfade mit Exponent
o€ (3, QLQ), und wir konnen die Young-Theorie benutzen.

Beispiel 10.1.7. Es sei X eine fraktionale Brown’sche Bewegung mit Hurst-Index
H € (0,1). Dann gilt die Abschitzung aus Satz 10.1.5 mit o = ﬁ Fir H < % qgilt
also o > 1, was von der Young-Theorie nicht abgedeckt wird.

10.2 Erweiterung von Gauf’schen Prozessen zu rau-
hen Pfaden

Definition 10.2.1. Die Kovarianzfunktion R hat auf einem Rechteck I x I' die

o-Variation
/e
s t ¢
R(s’ t’) ) '

Satz 10.2.2. Es seien X, X unabhdngige, stetige, zentrierte Gauf’sche Prozesse mit
Werten in R und endlichen o-Variationen auf [0,1]? fir ein 0 < 2. Dann existiert
das Integral

R 7 =
[ Rlg,11 (SHUP >

cI
wcr [st]el
[/, t/]ent’

und es gilt

E

1 R 2
(/ XO,rer)
0

Satz 10.2.3. Es sei X ein stetiger, zentrierter GaufS’scher Prozess mit Werten in
R? und unabhingigen Komponenten. Wir nehmen an, dass p € |1, %) und M > 0
existieren, so dass fir allet=1,...,d gilt

< CHRHQ;[OJ]QHRH@;[OJP

fiir ein C' = C(p) > 0.

[ Rxi

s S Mt —s|e, 0<s<t<T.

Wir definieren gemdss Satz 10.2.2 fiir i < j

t
xii= [ (X - X)ax]



99

und

. 1
Xy = g(Xé,t)Z und
X704 = —XU + X1, X2, fird <.

Dann gilt fiir jedes o € (3, 2%), dass P-fast sicher (X,X) € €.

10.3 Gaufl’sche Prozesse mit stationiren Zuwiachsen

Definition 10.3.1. Es sei X ein R-wertiger stetiger, zentrierter Gauf$’scher Prozess
mit stationdren Zuwdchsen. Wir definieren die Varianzfunktion

t t+u
02:R+ —>R+, UQ(U) = ]E[Xt%t-i-u] :R<t t_|_u ) :

Satz 10.3.2. Es sei X ein Re-wertiger zentrierter, stetiger Gauf’scher Prozess mit
stationdren Zuwdchsen und unabhdngigen Komponenten. Wir nehmen an, dass h > 0,
L>1undpe€|l, %] existieren, so dass fir jedes i =1,...,d die Varianzfunktion ai(i
auf [0, h] konkav und monoton wachsend ist, und

lo%:(T)| < Li7|Ye, 1 €0,h]
Dann, gilt fiir jedes o € (3, 2—19), dass P-fast sicher (X,X) € €.

Beispiel 10.3.3. Es sei X eine Re-wertige fraktionale Brown’sche Bewegung mit
Hurst-Index H € (3,3]. Dann gilt

oxi(u) =u*", ueR,.

Die Varianzfunktion ist monoton wachsend und konkav, da H < %, und die Abschdtzung
gilt mit 0 = 757. Also gilt nach Satz 10.3.2 fiir jedes o € (5, H), dass P-fast sicher
(X,X) € 6,

Beispiel 10.3.4. Es sei X ein R¥-wertiger zentrierter, stetiger Gauf’scher Prozess
mit unabhdngigen Komponenten, so dass

ELXIX!] = K(It —5l),  K(u) = exp(—cu)
mit einem ¢ > 0. Dann gilt

U2<U> = E[Xt%ﬁu] = E[Xt2+u] — 2E[X: Xyyu] + ]E[th]
= 2(K(0) — K(u)) = 2(1 — exp(—cu)).
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Die Varianzfunktion ist monoton wachsend und konkav, da

(02) (u) = 2cexp(—cu) > 0,
()" (u) = —2c% exp(—cu) < 0.

Auferdem gilt
o?(u) < 2cu.

Also ist die Abschitzung mit o =1 erfillt. Nach Satz 10.3.2 gilt fir jedes a € (3, 3),
dass P-fast sicher (X,X) € €.

Bemerkung 10.3.5. Es sei X die Losung der stochastischen Differentialgleichung
dXt = —CXt dt + \/2_CdBt

mit Xo ~ N(0,1). Dann ist X ein Gauf$’scher Prozess wie in Beispiel 10.3.4; ein
sogenannter Ohrstein- Uhlenbeck-Prozess mit stationdrer Anfangsverteilung.
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