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Aufgabe 1. Es sei B eine Rd-wertige Brown’sche Bewegung.

(a) Zeigen Sie, dass

BStrat
s,t = BItô

s,t +
t− s

2
Id, s, t ∈ [0, T ].

Folgern Sie, dass eine Funktion F ∈
⋂
α∈( 1

3
, 1
2
)C

2α([0, T ],Rd×d) existiert, so dass

BStrat
s,t = BItô

s,t + Ft − Fs, s, t ∈ [0, T ].

(b) Zeigen Sie, dass

Sym(BStrat
s,t ) =

1

2
Bs,t ⊗Bs,t, s, t ∈ [0, T ].

(c) Zeigen Sie, dass

Anti(BStrat
s,t ) = Anti(BItô

s,t ), s, t ∈ [0, T ].

Aufgabe 2. Es sei B eine Rd-wertige Brown’sche Bewegung.

(a) Zeigen Sie, dass für jedes i ∈ {1, . . . , d} gilt

Bi,is,t =
(Bi

s,t)
2 − (t− s)

2
, s, t ∈ [0, T ].

(b) Zeigen Sie, dass für jedes i ∈ {1, . . . , d} gilt

BStrat;i,i
s,t =

(Bi
s,t)

2

2
, s, t ∈ [0, T ].



Aufgabe 3. Es sei H ein separabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis (ek)k∈N.

(a) Es sei (ξk)k∈N eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen, so dass

∞∑
k=1

E
[
|ξk|2

]
<∞.

Zeigen Sie, dass der Limes

X =
∞∑
k=1

ξkek

fast sicher und im L2-Sinne existiert.

(b) Nun sei (ξk)k∈N eine Folge von Familien (ξkt )t∈T von Zufallsvariablen für eine
Indexmenge T, so dass

∞∑
k=1

E
[

sup
t∈T
|ξkt |2

]
<∞.

Zeigen Sie, dass der Limes

X =
∞∑
k=1

ξkek

gleichmässig auf T im L2-Sinne existiert.
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Aufgabe 4. Es sei H ein separabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis (ek)k∈N.
Weiterhin sei (λk)k∈N ⊂ (0,∞) eine Folge mit

∑∞
k=1 λk <∞, und es sei (βk)k∈N eine

Folge von unabhängigen reellwertigen Brown’schen Bewegungen.

(a) Zeigen Sie, dass der für jedes t ∈ [0, T ] der Limes

Xt :=
∞∑
k=1

√
λkβ

k
t ek

fast sicher und im L2-Sinne existiert. (Bemerkung: X = (Xt)t∈[0,T ] ist ein soge-
nannter Q-Wiener-Prozess, wobei der nukleare, selbstadjungierte, positiv defi-
nite Operator Q ∈ L(H) gegeben ist durch Qek = λkek für alle k ∈ N.)

(b) Zeigen Sie, dass die Konvergenz aus Teil (a) sogar gleichmäßig auf dem kom-
pakten Intervall [0, T ] im L2-Sinne stattfindet.

(c) Zeigen Sie, dass für alle s, t ∈ [0, T ] die H ⊗H ∼= HS(H)-wertigen Grenzwerte

XItô
s,t :=

∞∑
j,k=1

√
λjλk

(∫ t

s

βjs,rdβ
k
r

)
(ej ⊗ ek),

XStrat
s,t :=

∞∑
j,k=1

√
λjλk

(∫ t

s

βjs,r ◦ dβkr
)

(ej ⊗ ek)

fast sicher und im L2-Sinne existieren.

(d) Nun setzen wir XItô := (X,XItô) und XStrat := (X,XStrat). Zeigen Sie, dass der
Prozess XItô die Chen-Gleichung erfüllt.

(e) Zeigen Sie, dass

XStrat = XItô +
t− s

2
Q für alle s, t ∈ [0, T ],

und folgern Sie, dass der Prozess XStrat die Chen-Gleichung erfüllt.

(f) Zeigen Sie, dass die Konvergenzen aus Teil (c) sogar gleichmäßig auf dem kom-
pakten Rechteck [0, T ]× [0, T ] im L2-Sinne stattfinden.

(g) Zeigen Sie, dass

Sym(XStrat
s,t ) =

1

2
Xs,t ⊗Xs,t für alle s, t ∈ [0, T ].

(h) Zeigen Sie, dass

Sym(XItô
s,t ) =

1

2
Xs,t ⊗Xs,t −

t− s
2

Q für alle s, t ∈ [0, T ].
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