Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2017/18
Prof. Dr. A. Rohde Dr. L. Steinberger

Ubungen zur Vorlesung
“Mathematische Statistik*

Blatt 9

Abgabetermin: Montag, 18.12.2017, bis 14:00 Uhr im Briefkasten im UG Eckerstrafie 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Wir erinnern uns an die Begrifflichkeiten und Methoden der “Empirischen Prozesse” von
Ubungsblatt 8. Die e-bracketing-Zahl von F in || - ||-Norm, Npy(e, F, || - 1), ist die minimale
Anzahl m von e-brackets [I;, u;], i = 1,...,m beziiglich der Norm ||- ||, so dass F C [J;"; [li, wi].
Dabei miissen die I; und wu; nicht notwendigerweise Elemente von F sein. Auflerdem sei

6
T = [\ log Ny F - de
0

das sogenannte bracketing-Integral. Mit P* und E} bezeichnen wir das &uflere Mafl von P
sowie die zugehorige dulere Erwartung.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei F eine Klasse von messbaren Funktionen f : X — R mit einer Einhiillenden F’ und so,
dass Njj(e, F, || - |o(p)) < oo fiir alle £ > 0 und Pf? < 6 fiir alle f € F. Weiter sei ¢y € Z
eine ganze Zahl, so dass 40 < 279 < 8. Zeigen Sie, dass es eine durch ¢ > ¢ indizierte Folge
von geschachtelten Partitionen Py, = {Fy1,...,Fgn,} von F (also Vi € {1,...,Ngy1} : 3j €
{1,..., Ny} : Fg1i C Fqyj), sowie messbare Funktionen A, ; < 2F gibt, so dass
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Zeigen Sie insbesondere, dass fiir a(d) = 6/\/log N6, Fo |l - o py) gilt

92—
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Hinweis: Zeigen Sie zunichst die Existenz einer Folge von nicht notwendigerweise geschachtelten Partitionen

und verfeinern Sie anschlieend die so erhaltene Folge.

(bitte wenden)



Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2017/18
Prof. Dr. A. Rohde Dr. L. Steinberger

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Betrachten Sie die Situation von Aufgabe 1 und wihlen Sie fiir jedes ¢ > go und 7 € {1,..., N}
ein Element f,; € F, ;. Definieren Sie

wof = fo.i, Agf = Agis falls f € Fy.,
und
aqg =2"7//log Ngi1,

Agf = Tn,o 1< vinagy, - Agf<ymaghs
B‘H'lf - ]I{Aqofg\/ﬁaqov A f<Vnag, Agyr f>v/nag1}:

Zeigen Sie, dass im Fall F' < /na(d) die folgende punktweise Darstellung gilt:

f—mef = Z (f =mqf)Bof + Z (mqf — mq—1f)Ag-1f.
q=qo+1 q=qo+1
Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei F eine Familie von messbaren Funktionen f : X — R mit einer Einhiillenden F', so
dass Pf?% < 42 fiir alle f € F. Zeigen Sie, dass mit a(§) = 5/\/log N6, F, |l lnop))s ilt

EblIGullz < (6, Fo |l - lzap)) + VAP FLps ma)}-

Hinweis: Zerlegen Sie G,f = Gnfl{rs ymas)} + Gnflir< ma(s); und verwenden Sie die Aufgaben 8.4, 9.1
und 9.2.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Verwenden Sie die Charakterisierung der P-Donsker Eigenschaft von F durch die asymptoti-
sche stochastische Gleichstetigkeit, um den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 0.1. Jede Familie F von messbaren Funktionen mit supscr|f(x) — Pf| < oo fiir jedes
v € X und Jy)(1, F, || - lryp)) < 0o ist P-Donsker.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2017-18/vorlesung-mathematische-statistik-ws-2017-18



