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Wir erinnern uns an die Begrifflichkeiten und Methoden der “Empirischen Prozesse” von
Übungsblatt 8. Die ε-bracketing-Zahl von F in ‖ · ‖-Norm, N[ ](ε,F , ‖ · ‖), ist die minimale
Anzahl m von ε-brackets [li, ui], i = 1, . . . ,m bezüglich der Norm ‖·‖, so dass F ⊆

⋃m
i=1[li, ui].

Dabei müssen die li und ui nicht notwendigerweise Elemente von F sein. Außerdem sei

J[ ](ε,F , ‖ · ‖) =

∫ δ

0

√
logN[ ](ε,F , ‖ · ‖) dε,

das sogenannte bracketing-Integral. Mit P ∗ und E∗P bezeichnen wir das äußere Maß von P
sowie die zugehörige äußere Erwartung.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei F eine Klasse von messbaren Funktionen f : X → R mit einer Einhüllenden F und so,
dass N[ ](ε,F , ‖ · ‖L2(P )) < ∞ für alle ε > 0 und Pf2 ≤ δ2 für alle f ∈ F . Weiter sei q0 ∈ Z
eine ganze Zahl, so dass 4δ ≤ 2−q0 ≤ 8δ. Zeigen Sie, dass es eine durch q ≥ q0 indizierte Folge
von geschachtelten Partitionen Pq = {Fq,1, . . . ,Fq,Nq} von F (also ∀i ∈ {1, . . . , Nq+1} : ∃j ∈
{1, . . . , Nq} : Fq+1,i ⊆ Fq,j), sowie messbare Funktionen ∆q,i ≤ 2F gibt, so dass

∑
q≥q0

2−q
√

logNq .
∫ δ

0

√
logN[ ](ε,F , ‖ · ‖L2(P )) dε,

sup
f,g∈Fq,i

|f − g| ≤ ∆q,i, P∆2
q,i < 2−2q.

Zeigen Sie insbesondere, dass für a(δ) = δ/
√

logN[ ](δ,F , ‖ · ‖L2(P )) gilt

2a(δ) ≤ 2−q0√
logNq0+1

.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst die Existenz einer Folge von nicht notwendigerweise geschachtelten Partitionen

und verfeinern Sie anschließend die so erhaltene Folge.

(bitte wenden)
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Aufgabe 2 (4 Punkte)

Betrachten Sie die Situation von Aufgabe 1 und wählen Sie für jedes q ≥ q0 und i ∈ {1, . . . , Nq}
ein Element fq,i ∈ Fq,i. Definieren Sie

πqf = fq,i, ∆qf = ∆q,i, falls f ∈ Fq,i,

und

aq = 2−q/
√

logNq+1,

Aqf = 1{∆q0f≤
√
naq0 , ... ,∆qf≤

√
naq},

Bq+1f = 1{∆q0f≤
√
naq0 , ... ,∆qf≤

√
naq , ∆q+1f>

√
naq+1}.

Zeigen Sie, dass im Fall F ≤
√
na(δ) die folgende punktweise Darstellung gilt:

f − πq0f =
∞∑

q=q0+1

(f − πqf)Bqf +
∞∑

q=q0+1

(πqf − πq−1f)Aq−1f.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei F eine Familie von messbaren Funktionen f : X → R mit einer Einhüllenden F , so

dass Pf2 ≤ δ2 für alle f ∈ F . Zeigen Sie, dass mit a(δ) = δ/
√

logN[ ](δ,F , ‖ · ‖L2(P )), gilt

E∗P ‖Gn‖F . J[ ](δ,F , ‖ · ‖L2(P )) +
√
nPF1{F>

√
na(δ)}.

Hinweis: Zerlegen Sie Gnf = Gnf1{F>√na(δ)} + Gnf1{F≤√na(δ)} und verwenden Sie die Aufgaben 8.4, 9.1

und 9.2.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Verwenden Sie die Charakterisierung der P -Donsker Eigenschaft von F durch die asymptoti-
sche stochastische Gleichstetigkeit, um den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 0.1. Jede Familie F von messbaren Funktionen mit supf∈F |f(x)− Pf | <∞ für jedes
x ∈ X und J[ ](1,F , ‖ · ‖L2(P )) <∞ ist P -Donsker.

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2017-18/vorlesung-mathematische-statistik-ws-2017-18
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