Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2017/18
Prof. Dr. A. Rohde Dr. L. Steinberger

Ubungen zur Vorlesung
“Mathematische Statistik*
Blatt 5

Abgabetermin: Montag, 20.11.2017, bis 14:00 Uhr im Briefkasten im UG Eckerstrafle 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Fir 1 <p < oo sei £, = L,(R, \) die Menge aller reellwertiger messbarer Funktionen f auf

R mit
1/p
1l = ( / !f(ﬂf)!”d:v> < o0,

wobei dx = d\(x). Weiter sei L, der zugehorige Banach-Raum von Aquivalenzklassen.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Fiir 1 < p < oo und r € R, betrachten Sie den Translationsoperator T, : L, — L,
T.(f)(z) = f(x —r). Zeigen Sie, dass fiir alle f € £, gilt | T.(f) — fll, — 0.

r—

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zunéchst fiir eine geeignete Teilmenge von L,.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Beweisen Sie den folgenden Satz.

Satz 0.1. Seien f: R — R und K : R x R — R messbar, so dass

/sup|K(z,z—u)|du< 00
R zeR

und Jg K(x,y) dy =1 fiir jedes © € R. Dann gelten die folgenden Aussagen fir K(f)(z) =
i K (%, h) y)dy.

a) Ist f beschrinkt und stetig in xo € R, so konvergiert Kn(f)(zo) gegen f(xo) fir h — 0.
b) Ist f beschrinkt und gleichmdfSig stetig auf R, dann gilt || Kp(f) — fllcoc — 0 fiir h — 0.

c) Ist f € L, fir ein p € [1,00), dann gilt || Ky(f) — fllp = 0 fir h — 0.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Fir j € NU{0}, k € Z und = € R, sei ¢;i(x) = 212(29x — k), wobei ¢ = 10,1, und
V' = span(®;) sei der Abschluss der linearen Hiille der Menge ®; = {¢;, : k € Z}. Zeigen
Sie, dass fiir festes j die Menge ®; ein Orthonormalsystem in Lo ist. Zeigen Sie weiter, dass
K(z,y) = ZkeZ gf)( )qb(y — k) die Annahmen von Satz 0.1 erfiillt und fiir b = 277
der Operator Kp(f =3 fR (h, E) y)dy, K, : Ly — V die Orthogonalprojektion auf
den linearen Tellraum V C Ly ist. Unter welchen Annahmen an k& : R — R erfiillt auch
K(z,y) = k(x — y) die Annahmen von Satz 0.1 aus Aufgabe 27

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei f eine Funktion auf dem Intervall I C R, mit m schwachen Ableitungen D7 f, j =1,...,m

und x € I. Zeigen Sie, dass man f auf einer Nullmenge abéndern kann, so dass die folgenden
Aussagen gelten.

a) Issm=1,Df € L1(I) und y > x, y € I, so gilt

fly) = f(z) Z/ny(t)dt.

Insbesondere ist f also stetig auf I.

b) Fiir m > 1 gilt die Taylor-Formel

m—1 2 11 _ pym—1
URSEEDS P -0k s - [ ety - o) a

Hinweis: Verwenden Sie den Fundamentalsatz der (Lebesgue-)Analysis:

Satz. Ist f eine reellwertige Funktion auf dem kompakten Intervall [a,b], dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

a) f ist absolut stetig.
b) f ist fast iberall differenzierbar mit Ableitung f' € L1([a,b]) und

f@) = 1@+ [ Fwd voe o,
¢) Es existiert eine Funktion g € L1([a,b]), so dass

f(z) :f(a)Jr/mg(t) dt vz € [a,].

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2017-18/vorlesung-mathematische-statistik-ws-2017-18



