Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2017/18
Prof. Dr. A. Rohde Dr. L. Steinberger

Ubungen zur Vorlesung
“Mathematische Statistik*

Blatt 2

Abgabetermin: Montag, 30.10.2017, bis Montag 14:00 Uhr im Briefkasten im UG
Eckerstrafie 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Beweisen Sie das folgende Lemma (Proposition 2.5 aus der Vorlesung):

Lemma 0.1. Es sei (T, T) ein messbarer Raum und H eine Menge von messbaren Funktio-
nen von T nach R. Weiter seien X, X1, Xo, ..., T-wertige Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A,P). Angenommen fiir jedes € > 0 existiert eine endliche Anzahl von
‘Klammern’ (‘brackets’)

yuj] ={f:T—=R:ljz) < f(z) <uj(x),VereT}, j=1,...,N(e),
©)

(wobei 1 = l§€) und uj = u;" von & abhingen kinnen) so, dass E|l;(X)[ < oo, Elu;(X)| < oo

und Elu; (X) —1;(X)| < e fir jedes j =1,...,N(e). Weiter gelte H C UN(S [, uj]. Dann gilt

P—f.s.
s Zh X)| 0

Hinweis: Verwende das starke Gesetz der grofien Zahlen um eine P-Null Menge A € A zu
finden, so dass fiir jedes w € 2\ A und jedes m € N ein Index ng = no(w, m) existiert, mit

n

1
— > 1i(Xi(w)) —El(X)| < em, d
rl?gvx(sm) n ; i(Xi(w)) j(X)| <e un
max U ~ Eui(X)| < e,
j=1,....,N(em) |10 Z J J( ) =

fur alle n > ng, wobei e, = 1/(2m). Verwende nun max; E|u;(X)—1;(X)| < e, und geeignete
obere und untere Schranken an 2 37 | h(X;(w)) — Eh(X).

(bitte wenden)
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Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei © C RP kompakt und M : © x R 5 R stetig.

a) Zeigen Sie, dass F(y) := supgee M (0,y), F : R — R, stetig ist.
Hinweis: Beachten Sie, dass fiir jede kompakte Menge K C R?, die eingeschrinkte Abbildung M :
O x K — R gleichméBig stetig ist.

dass 0(y) = argmaxgcoM(0,y), :RI—

b) Zeigen Sie, unter Verwendung von Punkt (a),
O(y) fiir jedes y € R? eindeutig ist.

O ebenfalls stetig ist, falls der Maximierer

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Finden Sie ein Beispiel fiir eine Folge (fy,)nen stetiger reeller Funktionen auf einer kompakten
Menge O, die punktweise, jedoch nicht gleichméflig, gegen eine stetige Funktion f konvergiert,
so dass fiir alle n € IN, f,, einen eindeutigen Maximierer 6,, besitzt und auch f einen eindeu-
tigen Maximierer 0y besitzt, 6,, aber nicht gegen 6y konvergiert.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Betrachten Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer im Lokationsmodell. Gegeben sind also
ii.d. Beobachtungen Xj,..., X, mit der Lebesguedichte pp(x) = p(x — 0), 0 € R, = € R, fiir
eine geeignete (bekannte) Funktion p: R — R, . Zeigen Sie, dass hier punktweise Konsistenz
im Punkt 6y = 0 bereits gleichméBige Konsistenz impliziert, also

Ve >0: lim Py(|f,] >e)=0 = Ve>0: lim supPy(|f, — 0] > &) = 0.
n—oo n—oo PR

Hinweis: Zeigen Sie zun#chst, dass der ML-Schétzer im Lokationsmodell dquivariant ist,
dh., 0 (z1+a,...,zp+a) =a+0y(x1,...,2,), fur alle a,z1,...,2, € R.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2017-18/vorlesung-mathematische-statistik-ws-2017-18



