
Abteilung für Mathematische Stochastik
Prof. Dr. A. Rohde

Wintersemester 2017/18
Dr. L. Steinberger
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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Betrachten Sie die Situation von Aufgabe 11.4. Nun sei aber pξ = 1
21[−1,1]. Zeigen Sie, dass

für ein festes x0 ∈ [0, 1] gilt, dass

lim inf
n→∞

inf
θ̂

sup
f∈Σ(β,L)

Ef
[
n

2β
β+1 |θ̂(x0)− f(x0)|2

]
≥ c′,

für ein c′ > 0. Vergleichen Sie die Rate mit der aus Aufgabe 11.4.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Betrachten Sie das nicht-parametrische Regressionsmodell

Yi = f

(
i

n

)
+ ξi, ξi

i.i.d.∼ N (0, 1), i = 1, . . . , n,

mit f ∈ H(β, L) wie in Beispiel 4.33 aus der Vorlesung. Vervollständigen Sie dieses Beispiel.
Leiten Sie also mit Hilfe der Methode von Assouad eine untere Schranke an das Minimax-
Risiko der Schätzung von f in L2 her, die von der Ordnung n

− β
2β+1 ist.

Wir betrachten nun eine ganze Klasse von verschiedenen Schätzproblemen und leiten eine
abstrakte untere Schranke an die zugehörigen Minimax-Risiken her.
Es sei P eine Menge von W-Maßen auf einem messbaren Raum (X ,F) und P(n) die Menge
aller n-fachen Produktmaße mit identischen marginalen Verteilungen aus P. P(n) ist also unser
Modell. Wir möchten nun ein Funktional θ : P → R schätzen, also den Wert von θ(P ) falls
P ∈ P die datengenerierende Verteilung ist. Es sei l : R+ → R+ eine monoton nicht-fallende
Verlustfunktion, dann ist das zugehörige Minimax-Risiko gegeben durch

Mn(P) := inf
θ̂n

sup
P∈P

EP
[
l
(
|θ̂n − θ(P )|

)]
.

Mit l(x−0 ) bezeichnen wir den linksseitigen Grenzwert von l bei x0. Weiter definieren wir für
P0, P1 ∈ P, die Test-Affinität π(P0, P1) := infTests φ EP0 [φ]+EP1 [1−φ], wobei das Infimum über
alle messbaren Funktionen φ : X → [0, 1] läuft (alle ‘randomisierten’ Tests). Für Teilmengen
P0,P1 ⊆ P schreiben wir auch π(P0,P1) = supP0∈P0,P1∈P1

π(P0, P1) und wir definieren P≤t :=
{P ∈ P : θ(P ) ≤ t} und P≥t+∆ := {P ∈ P : θ(P ) ≥ t + ∆}. Mit conv(P) bezeichnen wir die
konvexe Hülle von P, also die Menge aller Konvexkombinationen λP0 + (1− λ)P1, λ ∈ [0, 1],
P0, P1 ∈ P. Schließlich definieren wir noch für ∆ ≥ 0 und η ∈ [0, 1), die Größen

η
(n)
A (∆) := sup

t∈R
π
(

conv
(
P(n)
≤t

)
, conv

(
P(n)
≥t+∆

))
,

und
∆

(n)
A (η) := sup{∆ ≥ 0 : η

(n)
A > η}.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Angenommen die Menge P is dominiert durch ein σ-endliches Maß. Zeigen Sie, dass für jedes
η ∈ (0, 1) und n ∈ N, gilt

Mn(P) ≥ η

2
· l

([
1

2
∆

(n)
A (η)

]−)
,

sofern ∆
(n)
A (η) <∞, und Mn(P) ≥ η

2 · supx∈[0,∞) l(x), falls ∆
(n)
A (η) =∞.

Hinweis: Betrachten Sie Mengen S = {x ∈ Xn : |θ̂n(x)−θ(P )| ≥ ∆}, S1 = {x ∈ Xn : θ̂n(x) ≥ t+∆, θ(P ) ≤ t}
und S2 = {x ∈ Xn : θ̂n(x) < t + ∆, θ(P ) > t + 2∆}, so dass Sj ⊆ S, für j = 1, 2. Verwenden Sie die folgende
Identität (ohne Beweis), welche nur gilt wenn P0,P1 ⊆ P und wenn P dominiert ist.

inf
Tests φ

sup
P0∈P(n)

0

P1∈P(n)
1

EP0 [φ] + EP1 [1− φ] = sup
P0∈conv(P(n)

0
)

P1∈conv(P(n)
1

)

inf
Tests φ

EP0 [φ] + EP1 [1− φ].

Auf dem nächsten Übungszettel werden wir die untere Schranke ∆
(n)
A (η) noch weiter verein-

fachen. Dafür benötigen wir aber zunächst ein Hilfsresultat. Für W-Maße P und Q, definiere
die Hellinger-Affinität ρ(P,Q) =

∫ √
pq dµ, wobei p und q Dichten bezüglich eines P und Q

dominierenden Maßes µ sind.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Zeigen Sie die folgenden Relationen.

H2(P,Q) = 2(1− ρ), ρ(Pn, Qn) = ρ(P,Q)n, π(P,Q) = 1− dTV (P,Q),

π(P,Q) ≤ ρ(P,Q) ≤
√
π(P,Q)(2− π(P,Q)) und

gH(η) := inf{H(P0, P1) : π(Pn0 , P
n
1 ) ≤ η, P0, P1 ∈ P} ≥

√
2
(

1− (η[2− η])
1
2n

)
,

für jedes η ∈ (0, 1).

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2017-18/vorlesung-mathematische-statistik-ws-2017-18
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