Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2017/18
Prof. Dr. A. Rohde Dr. L. Steinberger

Ubungen zur Vorlesung
“Mathematische Statistik*

Blatt 12

Abgabetermin: Montag, 22.1.2018, bis 14:00 Uhr im Briefkasten im UG Eckerstraflie 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Betrachten Sie die Situation von Aufgabe 11.4. Nun sei aber pe = %]1[71,1]- Zeigen Sie, dass
fiir ein festes zo € [0, 1] gilt, dass

L 28 A 2 /
liminfinf sup Ef [TLB“ |0(w0) — f(x0)|"| > ¢,
nTeo § feni(g,L)

fiir ein ¢’ > 0. Vergleichen Sie die Rate mit der aus Aufgabe 11.4.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Betrachten Sie das nicht-parametrische Regressionsmodell
i ivi.d. .
Yi:f<n)+§i7 & ~ N(0,1), i=1,...,n,

mit f € H(B, L) wie in Beispiel 4.33 aus der Vorlesung. Vervollstindigen Sie dieses Beispiel.
Leiten Sie also mit Hilfe der Methode von Assouad eine untere ﬁSchranke an das Minimax-
Risiko der Schitzung von f in Ly her, die von der Ordnung n~ 28+1 ist.

Wir betrachten nun eine ganze Klasse von verschiedenen Schétzproblemen und leiten eine
abstrakte untere Schranke an die zugehorigen Minimax-Risiken her.

Es sei P eine Menge von W-Maflen auf einem messbaren Raum (X, F) und P die Menge
aller n-fachen ProduktmafBe mit identischen marginalen Verteilungen aus P. P(™) ist also unser
Modell. Wir méchten nun ein Funktional § : P — R schitzen, also den Wert von 0(P) falls
P € P die datengenerierende Verteilung ist. Es sei [ : Ry — R, eine monoton nicht-fallende
Verlustfunktion, dann ist das zugehorige Minimax-Risiko gegeben durch

M (P) := inf sup Ep [z (yén - e(P)|)] .
0, PcP

Mit I(x, ) bezeichnen wir den linksseitigen Grenzwert von [ bei xo. Weiter definieren wir fiir
Py, P1 € P, die Test-Affinitit n(Fo, P1) := infrests ¢ Ep, [¢]+Ep, [1—¢], wobei das Infimum tiber
alle messbaren Funktionen ¢ : X — [0, 1] lauft (alle ‘randomisierten’ Tests). Fiir Teilmengen
Pg, Py C PP schreiben wir auch 7(Po,P1) = supp,cp, p,ep, T(Fo, P1) und wir definieren P<; :=
{PeP:0(P) <t} und Ps>iyn :={P € P:6(P) >t+ A}. Mit conv(P) bezeichnen wir die
konvexe Hiille von PP, also die Menge aller Konvexkombinationen APy + (1 — A\)P1, A € [0, 1],
Py, P, € P. Schlieflich definieren wir noch fiir A > 0 und n € [0, 1), die Gréfien

771(4")(A) = iglgﬂ (conv (IP’(;)) , conv (IP’;)JrA)) ,

und
A(})(n) :=sup{A>0: qun) > n}.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Angenommen die Menge P is dominiert durch ein og-endliches MaB. Zeigen Sie, dass fiir jedes
n € (0,1) und n € N, gilt

sofern Aff) (1) < oo, und My (P) > 4 - sup,ep,o0) (), falls AEI) (n) = oc.

Hinweis: Betrachten Sie Mengen S = {z € X" : 00 (2)—0(P)| > A}, S1 = {x € X" : 0,(z) > t+A,0(P) <t}

und Se = {z € X" : 0, (x) <t+ A,0(P) >t+2A}, sodass S; C S, fiir j = 1,2. Verwenden Sie die folgende
Identitét (ohne Beweis), welche nur gilt wenn Py, P; C P und wenn P dominiert ist.

Tiréf sup Ep[¢] +Ep,[1 —¢] = sup Tirtlf Ep,[¢] + Ep, [1 — ¢].
ests ¢ Py E]P’é") Py ECOnV(]P’E]")) ests &
Py E]P’(ln) Py ECOnV(]P’(ln) )

Auf dem nichsten Ubungszettel werden wir die untere Schranke Aff) (1) noch weiter verein-
fachen. Dafiir bendtigen wir aber zunéchst ein Hilfsresultat. Fiir W-Mafle P und @, definiere
die Hellinger-Affinitét p(P,Q) = [ \/pqdp, wobei p und ¢ Dichten beziiglich eines P und Q
dominierenden Mafles p sind.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Zeigen Sie die folgenden Relationen.

HQ(P,Q):Q(I—,O), p(Pn7Qn):p(PvQ)n’ W(PvQ):l_dTV(PvQ)u
W(Pa Q) S p(Pa Q) S \/ﬂ-(P7 Q)(2 - W(Pa Q)) und

ann) = mE(H(Po, ) : (P, ) <, FoPr € B) 2 42 (1 (a2 ),

fir jedes n € (0,1).

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2017-18/vorlesung-mathematische-statistik-ws-2017-18



