Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2017/18
Prof. Dr. A. Rohde Dr. L. Steinberger

Ubungen zur Vorlesung
“Mathematische Statistik*
Blatt 11

Abgabetermin: Montag, 15.1.2018, bis 14:00 Uhr im Briefkasten im UG Eckerstrafie 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Beweisen Sie die Varshamov-Gilbert-Schranke.

Satz 0.1 (Varshamov-Gilbert). Es sei m > 8. Mit p(w,w’) = >33 Ly, 2, w0’ € Q =
{0,1}™, bezeichne man die Hamming-Distanz zwischen w und w'. Dann gibt es eine Teilmenge
{w(o),...,w(M)} von Q, so dass M > 2m/8 (0 = (0,...,0), und

p(w(j),w(k)) > %, VO<j< k<M.

Hinweis: Verwenden Sie die Hoeffding-Ungleichung.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es seien P und @ zwei W-Mafle mit Dichten p und ¢ beziiglich des Lebesguemafes auf [0, 1],
so dass 0 < ¢1 < p(z),q(x) < g < o0, fiir alle z € [0, 1]. Zeigen Sie, dass die Kullback-Leibler-
Divergenz K(P, Q) und die quadrierte Lo-Distanz zwischen den Dichten p und ¢ dquivalent
sind in dem Sinne, dass

i / (0(x) — g(@)?dx < K(P.Q) < k» / (b(z) — q(2))’ da,

fiir Konstante ki, ks > 0 die nicht von P und ) abhingen.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Fiir M > 1 und z € [0, 1], setze H(z) = —zlogx—(1—x)log(1—z) und g(x) = xlog M +H(z),
mit der Konvention, dass 0log0 = 0. Beweisen Sie das folgende Lemma.

Lemma 0.2. Fir alle jo € {0,1,..., M} und alle reellen Zahlen py, . . .,par, so dass Zj]\/io pj =
1 und p; >0, gilt

M
g ij Z—ijlogpj-
7=0

J#Jo

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Betrachten Sie das folgende nicht-parametrische Regressionsmodell mit zufilligem Design.
}/Z:f(Xl)—f—é—Z) Zl:la"'v”)

wobei die X; i.i.d. Zufallsvariablen mit Dichte px auf [0, 1] sind, so dass px(x) < pg < oo,
Vo € [0,1], die & sind i.i.d. mit Dichte pe auf R und die Zufallsvektoren (Xji,...,X,) und
(&1,...,&,) sind unabhingig. Die Beobachtungen sind hier die Paare (Y;, X;), i = 1,...,n.
Der Stichprobenraum ist somit gegeben durch X = (R x [0, 1])™. Weiter sei f € (3, L) der
unbekannte Parameter und X(3, L), mit 8 > 0, L > 0, die Holder-Klasse der Funktionen auf
[0, 1] mit

fO@) - fO) < Ll —o/P~, Va2 € 0,1),

und ¢ = |B].
Zeigen Sie, dass fiir ein festes o € [0, 1] und fiir p; mit der Eigenschaft

/(\/Ps(y)—\/pg(ert)>2 dy < pt?,  VteR,

0 < pe < 00, gilt, dass

e o adl 2
liminfinf sup E; [nw“ |0(x0) — f(z0)] } Z ¢
"0 0 fexn(B,L)

fiir ein ¢ > 0.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2017-18/vorlesung-mathematische-statistik-ws-2017-18



