’Oracle inequalites’ fiir Netzwerkmodelle
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Modell und Bezeichnungen

Das Modell, Schitzung der Verbindungswahrscheinlichkeiten

Wir betrachten ein Netzwerk, welches als ungerichteter Graph mit n Knoten definiert
wird. A bezeichne die (symmetrische) Adjazenzmatrix des Graphen, wobei wir A;; =0
fir alle 1 < 4 < n setzen und A;; fiir alle 1 < j < ¢ < n unabhéngige, Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen mit Parameter (©g); ; seien. Die symmetrische (n x n)-Matrix
der Verbindungswahrscheinlichkeiten mit den Eintrégen (©);; und (©);; = 0 fiir alle
1 < ¢ < n bezeichnen wir mit ©.

Der Graph wird durch das ’stochastic block model’ mit k& < n Klassen approximiert.

Jede dieser Klassen habe mindestens ng Elemente.

Bezeichnungen
o Fir m € N sei [m] ={1,...,m}.

e Seien n,k,ng € IN, so dass 2 < k < n und ng < n. Weiter sei

Zn,k’,no = {Z : [’I’L] — [kﬁ] |;TEHUI€?§ |Z_1((l)| > no}.

e ||B||r bezeichne die Frobenius-Norm und ||B||~ die Supremumsnorm einer Ma-
trix B € R™*"™.
1. ’Oracle inequalities’
Im Folgenden sei k € IN fest.

Kleinster-Quadrate-Schitzer (LSE)

Fir z € Z,, o, und Q € REXE gei

sym

LQ,2) = > (Aij — Qap)*.

(a.b)elk]x[k]  (ij)ez—!(a)xz~1(b),j<i



1. ’Oracle inequalities’ im 'network sequence model’

Der LSE von (Q, z) ist dann

(@,2) € argmin  L(Q,2),
QERESE 2€ 20 kg

sym>

und der LSE von O sei definiert als symmetrische (n x n)-Matrix mit den Eintrégen

(@}

ij = Qzw)2G) Vi>J,
0, =0 Vi

Eingeschriankter kleinste-Quadrate-Schitzer

Sei r € (0,1] gegeben und B, = {Q € R¥*k :||Q||oo < 7}. Definiere

sym *

(Qr,é,n) € argmin L(Q,2).
QEBrazezn,k,l

Der eingeschréankte LSE O von Oy sei die symmetrische (nxn)-Matrix mit den Eintragen

O, = (Qr)s.()5¢)  Vi>17
=0 Vi.

’Oracle inequalities’

Sei Oy, die optimale Approximation von ©g in der Menge
Trolk] = {0 € R™™ : 32 € 2,y 0, @ € Rbh 50 dass Oy = Qi) (), 1 # J und ©;; = 0Vi}

beziiglich der Frobenius-Norm.

Theorem 1. Es gibt positive absolute Konstanten C1,Co,Cs, so dass die Ungleichung

1 2] _ Ci > log(k) K log(n/no) (log(k) K
B[ 2110 - 0ulH] < 51000 -+Culeull (B + ) s foslena) (osl) , 1o
0

fiir alle ng > 2 erfillt ist.

Im Fall von gleichméfigen Klassen (ng = O(n/k)) ergibt sich daraus das folgende
Resultat.
Korollar 2. Es gelte ng > Cn/k fir ein C > 0 und ||O¢]|sc > MOTg(k). Dann gibt es

positive Konstanten Cp,Ca, so dass die Ungleichung

+5) o

1€ ¢ log(k) K2
E[nQH@—GOH%] Sn;H@O_@*m'OH%—’_CQH@OHoo< TE) )

fir ng > 2 erfillt ist.



1. ’Oracle inequalities’ im 'network sequence model’

Theorem 3. Es gibt positive Konstanten C1,Cy, so dass die folgende Aussage gilt:
Ist ||O¢||ec < T, so folgt

n2

e ¢ log(k) | K?
B[ 116 - 02| < Gieo -0l v (B E) g
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