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Hawkes Prozesse Grundlagen

Im Folgenden sei (€2, F,F,P) eine stochastische Basis. Das heifit F = (F;);>0 ist eine
rechtsstetige Filtration mit F; C F fiir alle ¢ > 0 und P ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf
dem Messraum (), F).

Definition (Punktprozess). Ein adaptierter cadlag Prozess N mit No = 0, N; € N
fir alle t > 0 und AN; € {0,1} fiir alle ¢ > 0 heifst Punktprozess. Hierbei sei mit
AN = N — N_ der Sprungprozess von N bezeichnet.

Definition. (Previsible & Optionale o-Algebra)

(i) Wir definieren die optionale o-Algebra & iiber 2 x Ry durch

0 :=0(X:QxRy— R|X ist adaptiert und cadlag).

(ii) Wir definieren die previsible o-Algebra & iiber 2 x Ry durch

P = O’(X : QO xRy — R | X ist adaptiert und linksstetig).
Bemerkung. Man kann zeigen, dass jeder optionale Prozess X messbar bzgl. FQ B(R..)
ist. Weiter ist jeder previsible Prozess X auch optional (und somit auch messbar).
Korollar. Es gilt  =oc({Ax {0} : A€ Fol U{A x (s,t] : s <t und A € F}).
Definition.
(i) Wir bezeichnen mit .# die Menge aller gleichgradig integrierbaren Martingale.

(ii) Wir bezeichnen mit ¥ die Menge aller adaptierten cadlag Prozesse A mit Ay = 0,
sodass jeder Pfad von lokal beschrankter Variation ist.

(iii) Wir bezeichnen mit ¥t die Menge aller A € ¥ mit monoton wachsenden Pfaden.
(iv) Definiere &7 == {A € 7| E[Var(4)] < 00}.
(v) Definiere & := {A € ¥ | E[Var(A)o] < co}.

Satz (Previsibler Kompensator). Es sei A € safljc Dann ezistiert ein bis auf Ununter-

scheidbarkeit eindeutiger previsibler Prozess AP € ;zf}jc, sodass
A— AP € M.

Korollar. Jeder Punktprozess N ist lokal beschrinkt. Insbesondere ist N € ot

loc”

Bemerkung. Wir finden also zu jedem Punktprozess N einen previsiblen Prozess NP €
" sodass

loc?

N — NP € #,..

Dieser wird auch als Intensitat bezeichnet.
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Zufallige Mafie

Es sei (E,7) ein polnischer Raum mit Borel-o-Algebra &. Wir bezeichnen mit Q die
Menge Q2 x Ry x E,| mit 0 die o-Algebra ¢ @ & und mit 2 die o-Algebra 2 @ &.

Definition (Zufillige Mafe).
Ein zufilliges Maf auf Ry x E ist eine Familie p = {u(w; dt, dz)|w € Q} von nichtnega-
tiven Mafen auf (R x E, B(R;) ® &) mit der Eigenschaft

pw(w; {0} x E) =0 fir alle w € Q.

Zusitzlich fordern wir, dass die Abbildung w — p(w, A) messbar beziiglich F ist fiir alle
Ac BRL)®E.

Definition (Integration beziiglich zufélliger Mafe).

Es sei W eine @-messbare, reellwertige Abbildung auf Q. Es folgt, dass die Abbildung
(t,z) = W(w,t,z) messbar ist fiir alle w € Q. Weiter definieren wir den Integralprozess
W % i durch

W s py(w) = / W(w, s, z)p(w,ds,dzx), falls / W (w, s, x)|p(w,ds, dz) < oo
[0,]xE
[0,t]xE

und W * p;(w) :== oo sonst.
Definition (Optionale zufillige Mafke).

(i) Ein zufilliges Mafs p heifst optional (previsibel), falls der Prozess W x u optional
(previsibel) fiir jede optionale (previsible) Abbildung W ist.

(ii) Ein optionales zufilliges Ma® heiRt integrierbar, falls 1% y € /"

(iii) Ein optionales zufélliges Mak heilt P-g-endlich, falls eine strikt positive previsible
Abbildung V' auf €2 existiert, sodass V x u € o/ T: Dies ist dquivalent dazu, dass
eine Partition A, € & von () existiert, sodass 14, * u € & fiir alle n € N.

Definition (N-wertige zuféllige Mafe).
Ein N-wertiges zufélliges Mafs p ist ein zufdlliges Maf mit folgenden Eigenschaften:

p(w, {t} x ) < 1.
- Fiir A€ B(Ry) ® & ist p(-, A) eine N-wertige Abbildung.
- 1 ist optional und P-g-endlich.
Definition (Erweiterte Poissonmafe).

(i) Ein erweitertes Poissonmaft auf Ry x E beziiglich einer Filtration (F;);>0 ist ein
N-wertiges zufilliges Mafs u, sodass gilt:
- Das positive Maf m auf Ry x E, mit m(A) := E[u(A)], ist o-endlich.
- Fiir jedes s € Ry und jedes A € B(Ry) ® &, sodass A C (s,00) x E und
m(A) < oo, ist die Zufallsvariable u(-, A) unabhéngig von Fj.
(ii) Das Mafs m heifst Intensitiat von p.
(iii) Falls m({t} x E) = 0 fiir alle t € Ry, so heift p Poissonmafs. Gilt zusétzlich

m(dt,dz) = dt x F(dz), wobei F' ein positives o-endliches Mak auf (E, &) ist, so
heifst ¢+ homogenes Poissonmafk.
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Hawkes Prozesse

Es sei im Folgenden nun G = (S,€) ein abzdhlbarer Graph mit Knoten i € S und
orientierten Kanten e € £. Schreibe e = (j,7) € & fiir eine orientierte Kante von dem
Knoten j zu dem Knoten i. Weiter seien mit ¢ = (¢ji)(j,i)ee, wobei ¢j; : [0,00) — R, und
mit (h;)ies, wobei h; : R — [0, 00), eine zu den Kanten, bzw. zu den Knoten assoziierte
Familie von Funktionen gegeben.

Definition 1 (Hawkes-Prozess). Ein Hawkes-Prozess mit Parametern (G, ¢, h) ist eine
Familie von Zihlprozessen (Z})i>0.ics, sodass:

(i) Fiir alle i,j € S mit i # j gilt: (Z)i>0 und (Z])¢>0 springen fast sicher nie
gleichzeitig.
. . t .
(ii) Fiir allei € S gilt: Der Kompensator (Al)¢>o von (Z});>0 hat die Form A} = [ALds,
0

wobei der Prozess (A\});>o gegeben sei durch

AL = hy Z/Oapji(t—s)ng . (1)

J—i
Der Prozess (\):>o heifit Intensitiitsprozess von (Z})¢>o.

Ein Hawkes-Prozess heift linear, falls h;(z) = p; + x, wobei p; > 0 fir alle i € S.

Existenz und Eindeutigkeit

Es sei nun mit (7¢(ds, dz));es eine Familie von iid (F)¢>o-PoissonmaRen mit Intensitiits-
maf m(ds dz) = A? auf [0, 00) x [0,00) bezeichnet.

Definition 2 (Hawkes-Prozesse als Losung einer SDE). Eine Familie (Z});>0es von
(Ft)e>o-adaptierten cadlag Prozessen heifit Hawkes Prozess mit Parametern (G, p,h),
falls fiir alle ¢ € S und fiir alle t > 0 gilt:

t oo
Zg—//n{zgh,-(
00

Lemma (Aquivalenz der Definitionen eines Hawkes-Prozess).

Z /Ostpji(s —u) dZZ)}Tl’i(dS, dz) fast sicher. (2)

Jj—

a) Ein Hawkes-Prozess im Sinne von Definition 2 ist ein Hawkes Prozess im Sinne
von Definition 1.

b) Sei auf (Q, F, (Ft)t>0,P) ein Hawkes Prozess (Z})i>0.ics nach Definition 1 gegeben.
Dann existiert auf einem (erweiterten) Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (Fi)i>0, P)
eine Familie (n*(ds,dz))ics von iid (F;)i>o-Poissonmafen mit Intensititsmafen
m(ds,dz) = A? auf [0,00) X [0,00), sodass (Z})i>0ies ein Hawkes-Prozess nach
Definition 2 ist.
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Voraussetzung 1. Es seien (¢;)ics nicht-negative Konstanten, (p;)ics positive Gewichte
und ® : [0,00) — [0,00) eine lokal integrierbare Funktion.
Es gelte auferdem:

i) Fir alle i € S und fir alle z,y € R: |hi(x) — hi(y)| < ¢i|lz —y|

i) > hi(0)p; < oo

1€S

wi) Fir alle t € [0,00) und fir alle j € S: Y cipilpji(t)] < p;®(t)

1]

Beispiel.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Im Falle einer endlichen Menge S ist die Voraussetzung 1 erfiillt, falls h; Lipschitz
fur alle i € S, pj; lokal integrierbar fiir alle (j,7) € £ und p; =1 fiir alle ¢ € S.

Sei S =Z%und £ = {(i,j) € Sx S : |i—j| € {0,1}}. Die Voraussetzung 1 ist
erfiillt mit p; = 27111, ¢; = ¢ > 0 und ® lokal integrierbar, sodass h; Lipschitz mit

Konstante ¢ fiir alle i € S, Y~ p;|hi(0)] < oo und @i (t) < ®(t) fiir alle ¢ € S, fiir
1€S
alle z,y € R, fiir alle (j,k) € £ und fiir ¢t > 0.

Fiir S =Zy und € = {(i,i+ 1) : i € S} ist die Voraussetzung 1 erfiillt, falls eine
lokal integrierbare Funktion ® und Konstanten ¢; und a; fiir alle i € S existieren,
sodass |hi(z) — hi(y)| < iz — y| und [@;41)(t)| < a;®(2) fiir alle t > 0.

Ist S = Z% & =S x S und existiere eine Konstante ¢ > 0, eine lokal integrierbare
Funktion ® und eine nichtwachsende Funktion a : [0,00) — [0,00), so ist die
Voraussetzung 1 erfiillt, falls Y a(|i]) < oo, |h;i(0)] < cund |hi(z)—hi(y)| < clz—y|

€S

fur alle i € S und @j;(t) < a(]i — j|)@(t) fir alle (¢,5) € £ und t > 0.

Satz (Existenz und Eindeutigkeit). Unter Voraussetzung 1 existiert ein bis auf Unun-
terscheidbarkeit eindeutiger Hawkes-Prozess (Z{)i>0,ics nach Definition 2 mit der Eigen-
schaft, dass ¥ .5 PiE[Z]] < oo fiir alle t > 0.
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Propagation of Chaos

Voraussetzung 2. Es seien h : R — [0,00) und ¢ : [0,00) — R Funktionen mit
|Allzip = sup PO < o0 und o e L? ([0,00).
Ty

[z—yl loc
Fir N > 1 sei Gy = (Sn,EnN) ein Graph mit Knotenmenge Sy = {1,...,N} und
Kantenmenge Ex = {(i,j)|i,j € Sy}. Setze hN = h fiir alle i € Sy und goﬁ}f = %g@ fiir
alle (Z,j) €&N.

Definition (Grenzwertgleichung). Sei 7(ds, dz) ein Poisson Maf auf [0, 00) x [0, c0) mit
Intensititsmak A\?. Die Gleichung

t [e’s)
% :/0 /0 Lo cn(fy o(s—uyar(z,)) (s, dz) V£ >0

heift Grenzwertgleichung (,limit equation®).

Satz (Existenz und Eindeutigkeit). Unter Voraussetzung 2 existiert eine eindeutige Lo-
sung (Zt)e>0 zu der Grenzwertgleichung, sodass (E(Z:))e>0 lokal beschrinkt ist.

Bemerkung. Eine Losung (Z;);>0 der Grenzwertgleichung ist ein verallgemeinerter Pois-
son Prozess auf [0, 00).

Es sei mit D([0, c0),R) die Menge der R-wertigen cadlag Funktionen auf [0, 00) und mit
P(D([0,00),R)) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf D(]0, 00), R) bezeichnet.
Satz. Es gelte die Voraussetzung 2 und es sei mit (Wi(ds,dz))i:17,,_,N eine Familie von
iid Poisson Mafen gegeben (mit Intensititsmafl A\2).

i) Zu N > 1 lassen sich ein Hawkes-Prozess (Z, ..., Z)"N)i>o mit den Paramtern
(Gn, o™, hY) und eine iid Familie (Zti)tZO,izl,...,N von Losungen zu der Grenzwert-
gleichung konstruieren, sodass fir alle T > 0 und allei =1,..., N gilt:

E | sup Ziv’i -7
[0,7]

1
< Cp——,
<ok
wobei die Konstante C7 > 0 nur von h, o und T abhdngt.
it) Es gilt die ,,mean-field approximation®:

N

1 _

N E 5(ZN,Z~) — L ((Zt)tzo) in Wahrscheinlichkeit fir N — oo
i=1

t>0

Wobei P(D([0,00),R)) mit der Topologie der schwachen Konvergenz ausgestattet
set, die assoziiert ist zu der gleichmdfigen Konvergenz auf kompakten Intervallen

(auf D([0,00), R) ).
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Anhang

Lemma 1. Sei ¢ : [0,00) — R lokal integrierbar und « : [0,00) — R cadlag, von lokal
endlicher Variation und a(0) = 0. Dann gilt fir allet >0

/ts/_ﬁb(s —u)da(u)ds = /t/SQS(s —u)da(u)ds = /t¢(t — 8)a(s)ds.
00 00 i

Lemma 2. Sei ¢ : [0,00) — [0,00) lokal integrierbar und g : [0,00) — [0,00) lokal
beschrinkt.

1. Sei u eine lokal beschrinkte nicht negative Funktion, sodass fiir alle t > 0

t

u < g + /(b(t — 8)us ds.

0

Dann ist sup ur < Cp sup ¢¢+ fir eine Konstante Cp, die nur von T und ¢
t€[0,T] t€[0,7]
abhdngt.

2. Sei (u™)nen eine Folge von nicht negativen lokal beschrinkten Funktionen, sodass
fiir alle t > 0 und fir alle n € N

t

ul < /¢(t — s)ul ds.

0

Dann gilt  sup >, ul < Cr fiir eine Konstante Cr, die nur von T, u® und ¢
te[0,T] neN
abhdngt.

3. Sei (u™)nen eine Folge von nicht negativen lokal beschrinkten Funktionen, sodass
fiir alle t > 0 und fiir alle n € N

t

wrt < gt [t - s s
0

Dann gilt  sup supul < Cr fiir eine Konstante Cr, die nur von T, u®, g und
t€[0,T7] neN
¢ abhdngt.
Lemma 3. Seien X,Y zwei nicht negative Zufallsvariablen. Dann gilt

o0

/E[|]1{Z§X} — 1<yl dz = E[|IX —Y].
0
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Lemma 4. Sei 7w ein zufdlliges erweitertes Poissonmafl mit Intensitat m. Dann gilt fir
jede beschrinkte, previsible Abbildung W : (2 x Ry x E, #) - R

E[ / W(w;s,z)w(w;ds,dz)]: / E[W (w; 5, 2)] m(ds, dz).
Ry xE Ry xE

Lemma 5. Sei h : R — [0,00) Lipschitz und ¢ : [0,00) — R lokal integrierbar. Dann

besitzt die Gleichung
t s
mt—/h</ go(s—u)dmu>ds Vit >0 (3)
0 0

eine eindeutige nichtfallende lokal beschrinkte Losung der Klasse C1([0,00)).

Lemma 6. Sei durch (Qn)n>1 eine Folge von symmetrischen Wahrscheinlichkeitsmafen
auf D([0,00), R)N gegeben. Fiir ¢1,. .., ¢r € Cp(D([0,00),R)) und k > 1 gelte:

k
dm, forten - oumi@nte, o) =T [t

fiir Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf D([0, 00),R). Dann gilt:

N
> 1 . .
Xy = N ;_1 O0x, — Q in Verteilung.
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